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1. YONEYLEM ARASTIRMASINA GIRi$

1.1 TERMINOLOJi

"Yéneylem Arastirmasi" (YA), ingiliz ve Avrupalilar tarafindan "Operational Research”
ve Amerikalilar tarafindan "Operations Research" olarak isimlendirilir ve "OR" olarak
kisaltilir.

Bu alanda kullanilan bir diger terim de "Yonetim Bilimi"dir (Management Science) ve
uluslararasi literatirde MS olarak kisaltilir. iki terim birlestirilerek "OR/MS" veya
"ORMS" de denilir.

YA genelde bir "Sorun Cozme" (problem solving) ve "Karar Verme Bilimi" (decision
science) olarak da degerlendirilir.

Bazi kaynaklarda YA yerine Endustri Muhendisligi (Industrial Engineering - IE) kavrami
da kullanilir.

Son yillarda bu alan igin tek bir terim kullaniimaya ¢alisiimaktadir: OR.

Biz de derste bu alan i¢in YOoneylem Arastirmasinin Turkc¢e kisaltmasi olan YA'yi
kullanacagiz.

“Yoneylem Aragtirmasi (Yonetim Bilimi) genellikle kit kaynaklarin tahsis edilmesi
gereken durumlarda en iyi sekilde bir sistemi tasarlamaya ve isletmeye yonelik karar
verme surecine bilimsel bir yaklagimdir.”

Belirli bir hedefi gerceklestirmek igin birlikte calisan birbirine bagli bilesenlerin

olusturdugu diizen sistemdir.

1.2 YONEYLEM ARASTIRMASI YONTEMBILIMi
Bir sorunun ¢6zumu i¢in YA kullanildigi zaman asagidaki yedi adimlik sureg takip
edilmelidir.

Adim 1. Sorunun Formilasyonu

YA analisti (sorunu olan karar vericiye YA teknikleri ile yardimci olan kisi) ilk olarak
sorunu tanimlar. Sorunun tanimlanmasi; amaglarin ve sorunu olusturan sistemin

bilesenlerinin belirlenmesi ile olur.
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Adim 2. Sistemin incelenmesi

Daha sonra analist sorunu etkileyen parametrelerin degerlerini belirlemek igin veri
toplar. S6z konusu degerler sorunu temsil edecek bir matematiksel modelin
geligtiriimesi (Adim 3) ve degerlendiriimesi (Adim 4) i¢in kullanilir.

Adim 3. Sorunun Matematiksel Modelinin Kurulmasi

Analist tarafindan sorunu ideal bir sekilde temsil edecek bir matematiksel model
geligtirilir. Bu derste modelleme igin gesitli yontemler 6grenecegiz.
Adim 4. Modelin Dogrulanmasi

Uglincli adimda kurulan modelin gergegi iyi yansitip yansitmadigi sinanir. Su anki
durum icin modelin ne kadar gegerli oldugu belirlenerek modelin gergege ne kadar
uydugu test edilir.

Adim 5. Uygun bir Secenegdin Secilmesi

Eldeki model Uzerinde bir ¢ozum yontemi kullanilarak amaglari en iyi karsilayan bir
secenek (varsa) analist tarafindan segilir.

Bazen eldeki segeneklerin kullanimi igin sinirlandirmalar ve kisitlamalar olabilir. Bu
yuzden amaci karsilayan segenek bulunamayabilir. Bazi durumlarda ise amaglari en
iyi sekilde karsilayan birden fazla sayida segenek bulunabilir.

Adim 6. Sonuclarin Karar Vericiye Sunumu

Bu adimda, analist modeli ve model ¢6zumu sonucunda ortaya ¢ikan Onerileri karar
verici ya da vericilere sunar. Segenek sayisi birden fazla ise karar verici(ler)
gereksinimlerine gore birini segerler.

Sonuglarin sunumundan sonra, karar verici(ler) 6neriyi onaylamayabilir. Bunun nedeni
ugrasilan sorunun dogru tanimlanmamasi ya da modelin kurulmasinda karar vericinin
yeterince surece karismamasi olabilir. Bu durumda analist ilk GU¢ adima yeniden
donmelidir.

Adim 7. Onerinin Uygulanmasi ve izlenmesi

Eger karar verici sunulan oneriden memnun kalirsa, analistin son gorevi karar vericinin
Oneriyi uygulamasina yardimci olmaktir: Segenegin kullanilarak sorunun ¢6zimune
nezaret etmeli ve Ozellikle gevre kosullari degistikgce amaclar karsilamaya yonelik
dinamik guncellemeler yaparak uygulamayi izlemelidir.
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1.3 YONEYLEM ARASTIRMASININ TARIHCESI

Yoneylem Aragtirmasi goreceli olarak yeni bir bilim dalidir. 1930'lu yillarin sonunda YA
ilk olarak Birlesik Krallik'ta kullanildi.

1936 yilinin basinda Iingiliz Hava Bakanhgi; dogu kiyisinda, Felixstowe yakinlarinda,
Suffolk'da Bawdsey Arastirma istasyonu'nu kurdu. Séz konusu yer hava kuvvetleri
savas oncesi radar ¢alismalarinin yapildigr merkezdi. Yine 1936 yilinda Kraliyet Hava
Kuvvetleri (RAF) icinde Britanya hava savunmasi igin 0zel bir birlik olusturuldu.
Radarin kullanilmaya baglamasi beraberinde bazi sorunlar da getirdi: Ugaklarin rotasi
ve kontrolu gibi elde edilen bilginin dogru ve etkin bir sekilde kullaniimasi gibi. 1936
yilinin sonunda, Kent'deki Biggin Hill'de kurulan bir grup elde edilen radar bilgisi ile
diger ucak ile ilgili yer bilgilerinin butunlestiriimesini hedefleyen galismalar yapti. S6z
konusu galigsmalar YA'nin baslangici olarak kabul edilebilir.

1937 yilinda Bawdsey Arastirma istasyonu deneysel calismalari pratige cevirdi ve
Radar istasyonu olarak calismaya basladi. Radardan elde edilen bilgiler
batunlestirilerek genel hava savunma ve kontrol sistemi olusturuldu. Temmuz 1938'de
kiyi boyunca dort yeni radar istasyonu daha kuruldu. Bu durumda da farkh
istasyonlardan elde edilen ve genelde birbirleri ile ¢elisen bilginin dogrulanmasi ve
esguduma sorunu ortaya ¢ikti.

Sorunun ¢O0zUmu ig¢in ve yapilan iglerin etkinliginin Olgilmesi amaciyla Bawdsey
Arastirma Istasyonu'nda A.P. Rowe baskanliginda bir bilimsel grup olusturuldu. Séz
konusu askeri operasyonlarin arastirimasi (Research into Military Operations)
islemine "Operational Research" denildi. Genisleyen ¢alisma grubu, 1939 yazinda,
Stanmore Arastirma istasyonu'nu merkez olarak kullanmaya basladi.

Savas sirasinda Stanmore Arastirma Merkezi, Fransa'daki Alman guglerine kargi
istenen ek ucak kuvvetlerinin uygun olup olmadigini YA teknikleri kullanarak
degerlendirdi ve uygun olmadigini gosteren grafiklerle o zamanki bagbakan Winston
Churchill'e bir sunum yapti ve sonugta bolgeye ek kuvvet gonderilmeyerek hava
kuvvetlerinin gucinun azalmasi engellendi. 1941 yilinda Yoneylem Arastirmasi
Bolumu (Operational Research Section - ORS) kuruldu ve savas bitimine kadar s6z
konusu grup ¢aligmalar yapti.

1941 yilinda kurulan Blackett onderligindeki bu gruba yedi ayri bilim dalindan onbir
bilim adami katilmisti: G¢ fizyolog, bir fizikgi, iki matematikgi, bir astrofizikgi, iki fizik
matematikgisi, bir subay, bir muhendis. Savastan sonra YA c¢aligmalari ozellikle
ABD'de askeriye digindaki alanlarda da hizlandi
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Tarkiye'de ise ilk YA calismalari, 1 Haziran 1956'da, Alb. Fuat Ulug'un c¢abalari ile
Genel Kurmay'da olusturulan yedek subaylardan olusan Harekat Arastirmasi grubu ile
basladi. Seferberlik ve hava savunma konularinda yurtdigindan alinan destek ile
arastirmalar yapildi. Ulkemizde ilk YA dersi de iITU Makine Fakiiltesinde 1960-61 ders
yilinda Prof. Dr. ilhami Karayalgin tarafindan verildi. 1966 yilinda Harekat Arastirmasi

ismi Yoneylem Arastirmasi olarak degistirildi.
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2. TEMEL YONEYLEM ARASTIRMASI KAVRAMLARI

“Yoneylem arastirmasi, gergcek hayat sistemlerinin matematiksel modellerle temsil
edilmesi ve en iyi (optimum) ¢6zimu bulmak igin kurulan modellere sayisal
yontemler (algoritmalar) uygulanmasidir.”

Bir eniyileme (optimizasyon) modeli verilen kisitlari saglayan karar degiskenlerinin tim
degerleri arasinda amag fonksiyonunu eniyileyen (enbuyukleyen veya enkugukleyen)
degerleri bulmayi hedefler

Ornek

Two Mines Sirketi 6zel bir cevher ¢ikardigi iki adet maden ocagina sahiptir. Ocaklarda
uretilen cevher Ug sinifa ayrilir: yuksek, orta, dusuk kaliteli. Sirket bir fabrikaya haftalik
olarak 12 ton yuksek, 8 ton orta ve 24 ton dugsuk kaliteli cevher saglamak Uzere
anlagsmistir. S6z konusu iki maden ocag! (X ve Y) ayrintilari asagida verilen farkh
isletim 6zelliklerine sahiptir.

Maliyet Uretim (ton/giin)
Maden | (000 /giin) ~ Yiksek Orta Diisiik
X 180 6 3 4
Y 160 1 1 6

Anlagsmay! gergeklestirmek igin hafta sonu uretim yapilmayan maden ocaklari haftada
kag gun isletilmelidir?

Tahmin
Two Mines oOrnegini incelemek igin ¢ok basit bir sekilde yargimizi kullanarak
madenlerin haftada kag¢ gun calisacagina yonelik olarak fikir yuruterek tahmin
yapabiliriz.

« haftada bir giin X madenini, bir gun Y madenini isletme
Bu ¢6zUm Onerisi iyi bir sonug¢ vermeyecek gibi gdozukmektedir. Sadece 7 ton yuksek
kaliteli cevher (Uretilecek bu durumda da 12 tonluk musteri gereksinimi
karsilanamayacaktir. Boyle bir ¢ozime "olurlu (uygun) olmayan" (infeasible) ¢6zim
denilir.

- haftada 4 gun X madenini, 3 gun Y madenini isletme
Bu durumda tum musteri gereksinimleri karsilanabilmektedir. Boyle bir ¢6zime de

"olurlu” (feasible) ¢6zUm denilir. Fakat s6z konusu ¢ozum onerisi ok pahalidir.
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Anlagsmayi en kuguk maliyetle saglayacak c¢cozumu isteriz. Tahmin ederek yeni
¢ozumler bulsak bile buldugumuz ¢6zumuin en kuguk maliyetli olup olmadigini

bilemeyiz. Yapisal bir yaklagim ile en iyi ¢6zumu bulabiliriz.

Cozum
Yapmamiz gereken Two Mines Ornegini s6zel olarak ifade edip, s6z konusu ifadeyi
matematiksel bir tanima ¢evirmekiir.
Bu tipte sorunlari gozmeye ugrasirken oncelikle asagidaki kavramlari belirlemeliyiz:
« degigkenler (variables)
« kisitlar (constraints)
« amag (objective)
Bu belirleme surecine "formuilasyon" ya da daha resmi bir sekilde sorunun

matematiksel modelinin formulasyonu denilir.

Degiskenler
Bunlar verilmesi gereken kararlari veya bilinmeyenleri temsil eder. incelenen sorunda

iki adet karar degiskeni (decision variable) vardir:
x = Bir haftada X maden ocaginin igletilecegi gin sayisi
y = Bir haftada Y maden ocaginin igletilecegi gin sayisi
Dogal olarak x = 0 ve y = 0 olacaktir

Kisitlar
Kisit, soruna 6zgu durumlarin getirdigi sinirlamalardir. Kisit belirlemenin en iyi yolu
once sinirlayict durumlari sézel olarak ifade edip daha sonra degiskenleri kullanip
matematiksel bigimde yazmaktir:
Cevher uretim kisidi — Uretilen cevher ile musteri gereksiniminin dengelenmesi
Cevher gesitleri
Yuksek 6x+1y=12
Orta 3x+1y= 8
Dusuk 4x + 6y = 24
Kisitlarda esitlik yerine egitsizlik kullanildigina dikkat ediniz. Bu durumda gereksinim
duyulandan daha fazla cevher lretebiliriz. Egitsizlik kullanma "en iyileme"
(optimization) sorunlarindaki kisitlarda esneklik saglar.

Dr. Y. Ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgﬁr Kabak (kabak@itu.edu.tr)
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Haftalik giin kisidi - Haftada belirli bir glinden fazla galisilamaz. Ornegin haftada 5 giin
cahgilirsa

x<5

y<5
Haftalik gin sayisi gibi kisitlar genellikle sakli (implicit) kisitlar olarak isimlendirilir

¢clinkd bu kisitlar degiskenlerin tanimlanmasinda saklidir

Amac

Sirketin amaci toplam maliyeti (180x + 160y) en az seviyede tutarak musteri
gereksinimlerini kargilamaktir.

Ele alinan sorunda tum olasi olurlu ¢o6zumlerden amag¢ fonskiyonu degerini
enkugukleyen karar degiskeni degerlerini barindiran ¢ozim en iyi gozumdur.
Sorunun amacinin kar enbuyuUklemesi olmasi durumunda en iyi ¢ozim amag
fonksiyonu deg@erini en buyuk yapan deger olacaktir.

Genel olarak, tim olasi olurlu ¢ozumlerden amag fonksiyonu degerini en iyi hale

getiren karar degiskeni degerlerini barindiran ¢dzume "en iyi" (optimum) ¢6zim denilir.

Sonug olarak tum kavramlari bir arada yazarak tam matematiksel modeli asagidaki
gibi yazabiliriz:
enkugukle (minimize)
180x + 160y
Oyle ki (subject to)
6x+y=12
3x+y=8
4x + 6y =224
X<5
y<5
x,y=0

Yukarida verilen matematiksel model asagidaki bigimdedir:

« tum degigkenler sureklidir (continuous)

« tek bir amag vardir (enblyukleme (maximize) veya enklgukleme (minimize))

Dr. Y. Ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgﬁr Kabak (kabak@itu.edu.tr)
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« amag ve kisit fonksiyonlari dogrusaldir. Fonksiyondaki her terim ya sabit sayidir
ya da bir sabitle ¢arpiimis degiskendir (6rnegin 24, 0, 4x, 6y dogrusal terimlerdir
fakat xy, x> dogrusal degildir).

Yukaridaki ug¢ kosulu saglayan herhangi bir formulasyon bir "Dogrusal Program"dir

(DP; linear program - LP).

Bir sorunu DP ile inceledigimizde yukaridaki kosullara uymak igin bazi varsayimlar
yapariz. Ele aldigimiz 6rnekte haftalik ¢alisma gun sayisinin kesirli olabilecegi (tam
say! olmak zorunda olmamasi) gibi. Aslinda bu tip sorunlari ¢ézmek icin "Tam sayili
programlama" (integer programming- |P) teknikleri de kullanilabilir.

Matematiksel model (formulasyon) kurulduktan sonra algoritma adi verilen sayisal bir
¢ozum teknigi kullanilarak amag¢ fonksiyonunun "en iyi" (optimum) degerini verecek
(enbuyukleme sorunlarinda en buyuk, enkuglklemede en kuguk) ve tum kisitlan

saglayacak sekilde karar degiskeni de@erleri bulunur.
"YA, gercek hayat sistemlerinin matematiksel modellerle temsil edilmesi ve en

iyi ¢6ziimii bulmak igin kurulan modellere sayisal yoéntemler (algoritmalar)

uygulanmasidir.”
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3. DOGRUSAL PROGRAMLAMA iLE MODELLEME

Two Mines 6rnegi incelenirse, bir matematiksel modelin bir "Dogrusal Program" (DP;

linear program - LP) olmasi igin asagidaki kosullari saglamasi gerektigi gorulur:

* Tum degiskenler sureklidir (continuous)

* Tek bir amag vardir (enbuyukleme (maximize) veya enkugukleme (minimize))

* Amag ve kisit fonksiyonlari dogrusaldir. Fonksiyondaki her terim ya sabit sayidir
ya da bir sabitle ¢carpiimis degiskendir

DP'ler 6nemlidir gunku:

* ¢ok sayida sorun DP olarak formule edilebilir

* "Simpleks algoritmasi” kullanilarak DP'ler ¢ozulebilir ve en iyi ¢dzum bulunabilir

DP'lerin temel uygulama alanlarina asagida gesitli rnekler verilmistir:

e Uretim planlama

* Rafineri yonetimi

e Karigim

e Dagitim

* Finansal ve ekonomik planlama

 isgiicii planlamasi

* Tarimsal planlama

* (Gida planlama

DP'ler i¢in dort temel varsayim s6z konusudur:
* Oransallik

o Her karar degiskeninin amag fonksiyonuna katkisi karar degigkeninin degeri ile
orantilidir (Dort asker Gretmenin amag fonksiyonuna (kara) katkisi (4x$3=%$12)
bir askerin amag fonkisyonuna katkisinin ($3) tam olarak dort katidir.)

o Her karar degiskeninin kisitlarin sol tarafina katkisi karar degiskeninin degeri ile
orantilidir. (Ug asker tretmek gerekli cilalama zamani (2 saat x 3 = 6 saat) tam
olarak bir asker uretmek igin gerekli cilalama zamaninin (2 saat) tg katidir.)

* Toplanabilirlik

o Herhangi bir karar degiskeninin amag¢ fonksiyonuna katkisi diger karar
degiskenlerinin degerlerinden bagimsizdir. (Trenin (x2) degeri ne olursa olsun,
asker (x1) uretmek her zaman amag fonksiyonuna 3x1 dolar katki yapacaktir.)

Dr. Y. Ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgﬁr Kabak (kabak@itu.edu.tr)
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o Herhangi bir karar degiskeninin kisit sol tarafina katkisi diger karar
degiskenlerinin degerlerinden bagimsizdir. (x4'in degeri ne olursa olsun, x»
uretimi x2 saat cilalama ve x, saat marangozluk gerektirir.)

Sonug¢ 1: Amag fonksiyonu degeri her bir karar degiskeninin katkisinin
toplamina esittir.
Sonug 2: Her bir kisidin sol taraf degeri her bir karar degiskeninin katkisinin
toplamina esittir.
* Bolunebilirlik
Karar degigkenleri tam sayl olmayan degerler alabilir. Eger tam sayi degerler
kullanmak gartsa TP kullaniimalidir. (1.69 tren Uretmek kabul edilebilir.)
* Kesinlik

Her parametre kesin olarak bilinmektedir.

3.1 DP ORNEKLERI

3.1.1 Giapetto Ornegi
(Winston 3.1., s. 49)
Giapetto tahtadan oyuncak asker ve tren yapmaktadir. Satis fiyatlari, bir oyuncak asker
icin $27, bir oyuncak tren igin $21'dir. Bir asker igin $10'hk hammadde ve $14'lik isgilik
kullaniimaktadir. Bir tren igin ise s6z konusu rakamlar sirasiyla $9 ve $10'dir. Her bir
asker igin 2 saat cilalama ve 1 saat marangozluk gerekirken, her bir tren igin 1 saat
cilalama ve 1 saat marangozluk gerekmektedir. Eldeki hammadde miktari sinirsizdir,
fakat haftada en c¢ok 100 saat cilalama ve 80 saat marangozluk kullanabilen
Giapetto'nun haftada en fazla 40 oyuncak asker satabilecegini gbz o6nunde
bulundurarak karini enbuyuiklemek igin hangi oyuncaktan haftada ka¢ adet Uretmesi
gerektigini bulunuz.
Yanit
Karar degigskenleri tam olarak verilmesi gereken (bu sorunda Giapetto tarafindan)
kararlari tanimlamalidir. Giapetto bir haftada ka¢ oyuncak asker ve tren yapacagina
karar vermelidir. Bu karara gore asagidaki karar degiskenleri tanimlanabilir:

x1 = bir haftada Uretilen asker sayisi

X2 = bir haftada Uretilen tren sayisi
Amacg fonksiyonu karar degiskenlerinin bir fonksiyonudur. Gelir veya karini
enbuyuklemek ya da maliyetini enkuguklemek isteyen karar vericinin amacini yansitir.

Giapetto haftalik karini (z) enbuyuklemek isteyecektir.
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Bu sorunda kar
(haftalik gelir) — (hammadde satinalma maliyeti) — (diger degisken maliyetler)
olarak formule edilebilir. Bu durumda Giapetto’nun amag fonksiyonu:

Enbuylkle z = 3x1 + 2x2
Kisitlar karar degiskenlerinin alabilecegi degerler Uzerindeki, sinirlamalari gosterir.
Herhangi bir sinirlama olmazsa Giapetto ¢ok fazla sayida oyuncak Ureterek gok buyuk
kar elde edebilir. Fakat gergek hayatta oldugu gibi burada da kisitlar vardir

Haftalik kullanilabilen cilalama zamani

Haftalik kullanilabilen marangozluk zamani

Askerler i¢in haftalik talep
isaret sinirlamalari da eger karar degiskenleri salt negatif olmayan degerler aliyorsa
kullaniimalidir (Giapetto negatif sayida asker veya tren uretemez!).

Yukaridaki tum bu Ozellikler asagidaki Dogrusal Programlama (DP; Linear

Programming - LP) modelini verir:

Maks z = 3x1 + 2x2 (Amagc fonksiyonu)
st 2x1+ x2=<100 (Cilalama kisidr)
X1+ x2 <80 (Marangozluk kisidr)
X1 <40 (Talep kisidr)
X1, X220 (isaret sinirlamalari)

Eger (x1,x2)’'nin bir deg@eri (bir cozum) tum bu kisitlari ve igaret sinirlamalarini saglarsa,
s0z konusu ¢6zum olurlu bélgededir (feasible region).

Grafik olarak ya da hesaplayarak sorun ¢ozuldugunde olurlu bolgedeki ¢ozumlerden
amag fonksiyon degeri en yuksek olan ¢ozumun (x1,x2) = (20,60) oldugunu ve z=180
degerini verdigini buluruz. Bu ¢6zum en iyi ¢6ziimdur (optimal solution).

Rapor

Haftada 20 asker ve 60 tren Uretilmesi durumunda kar $180 olacaktir. Kar miktarlart,
eldeki iscilik ve talebe gore elde edilebilecek en blyuk kar budur. Daha fazla isgilik

bulunursa kar ¢cogalabilir.
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3.1.2 Reklam Ornegi
(Winston 3.2, s. 61)
Dorian sirketi, yuksek gelirli masterileri icin otomobil ve jeep uretmektedir.
Televizyondaki tiyatro oyunlarina ve futbol macglarina bir dakikalik spot
reklamlar vererek satiglarini arttirmaylr hedeflemektedir. Tiyatro oyununa verilen
reklamin maliyeti $50bin'dir ve hedef kitledeki 7 milyon kadin ve 2 milyon erkek
tarafindan seyredilebilir. Futbol magina verilen reklamin maliyeti ise $100bin'dir ve
hedef kitledeki 2 milyon kadin ve 12 milyon erkek tarafindan seyredilebilir. Dorian
yuksek gelirli 28 milyon kadin ve 24 milyon erkege en az maliyetle nasil ulagir?
Yanit
Karar degigkenleri asagidaki gibi belirlenebilir:

x1 = tiyatro oyununa verilen reklam sayisi

x2 = futbol magina verilen reklam sayisi
Sorunun modeli:

min z = 50x4 + 100x2
('5er ki 7xq + 2x, =28
2x1 + 12x, =24
X1, Xo= 0

Grafik ¢6zUm yapilirsa (x1x2) = (3.6,1.4) degerleri igin amag¢ fonksiyonunun en iyi
degeri z = 320 olarak bulunur.

Grafige bakilarak en iyi tamsayili ¢6zim (x1 x2) = (4, 2) olarak bulunabilir.

Rapor

Hedeflenen kitleye ulasmak icin en az maliyetli gozim 4 adet reklami tiyatro oyununda
ve 2 adet reklami futbol maginda kullanmak gerekir. Bu durumda Dorian $400bin
reklam masrafi yapacaktir.

3.1.3 Beslenme Ornegi

(Winston 3.4., s. 70)

Bayan Fidan dort "temel gida grubu” ile beslenmektedir: kek, gikolatali dondurma, kola,
ananasli pasta. Bir adet kek $0.5'a, bir kasik dondurma $0.2'a, bir sise kola $0.3'a ve
bir dilim pasta $0.8'a satilmaktadir. Her giin en az 500 kalori, 6 oz. gikolata, 10 oz.
seker ve 8 oz. yag almasi gereken Bayan Fidan en az maliyetle bu gereksinimlerini
nasil kargilar? Asagidaki tabloyu kullanarak bir DP modeli kurup sorunu ¢6zinuz.
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Kalori Cikolata  Seker Yag
(ounce) (ounce) (ounce)
Kek (1 adet) 400 3 2 2
Cikolatali dondurma (1 kasik) 200 2 2 4
Kola (1 sise) 150 0 4 1
Ananasli pasta (1 dilim) 500 0 4 5
Yanit

Karar degigkenleri:
X1: gunluk yenilecek kek sayisi
X2: gunluk yenilecek kasik dondurma sayisi
x3: gunluk icilecek sise kola sayisi
Xa: gunluk yenilecek dilim pasta sayisi
seklinde belirlenebilir.
Bu durumda amag fonksiyonu (cent cinsinden toplam gunluk maliyet):

min w =50 x4 + 20 xo + 30 x3 + 80 x4

Kisitlar:
400 x1 + 200 x2 + 150 x3 + 500 x4 = 500 (gunluk kalori)
3x1+ 2x > 6 (gunluk cikolata)
2x1+ 2x0+ 4x3+ 4x42 10 (gunluk seker)
2x1+ 4x0+ x3+ 5x42 8 (gunluk yag)
xi20,i=1,2,3,4 (isaret sinirlamalar!)
Rapor

Bayan Fidan gunde 3 kasik dondurma yiyip 1 sise kola icerek tim besin

gereksinimlerini kargilayabilir ve sadece 90 cent harcar (w=90, x2=3, x3=1).

3.1.4 Postane Ornegi

(Winston 3.5., s. 74)

Bir postanede haftanin her gunu farkh sayida elemana gereksinim duymaktadir.
Sendika kurallarina gore bir eleman 5 gin pes pese calismakta diger iki gun izin
yapmaktadir. Calistirlmasi gereken toplam en az eleman sayisini asagidaki is yukine
gore hesaplayiniz.

Pzt Sal Car Per Cum Cmt Paz
Gerekli eleman | 17 13 15 19 14 16 11

Yanit
Karar degigkenleri x; (i. gun ¢alismaya baglayan eleman sayisi) olsun
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Matematiksel olarak DP modeli agagidaki gibi olugturulabilir:

mnz= X1 +Xxo +Xx3 +X4 +X5 +Xg +X7

X1 +Xx4 tX5 tXe tX7 = 17

X1 +X2 X5 +Xg tX7 = 13

X1 *X2 *X3 X tX7 > 15

X1 *X2 X3 *Xy4 X7 =2 19

X1 *tX2 X3 tX4 *+X5 > 14

X2 +X3 tX4 X5 *Xg > 16

X3 tX4 X5 tXg +x7 = 11

x20, Vt

Rapor

(x¢) = (4/3,10/3,2,22/3,0,10/3,5), z = 67/3 seklindedir.

Karar degiskeni de@erleri yakin tamsayilara yuvarlanirsa (x;) = (2,4,2,8,0,4,5),
z=25 ¢OzUmu bulunur (yanhsg olabilir!).

Elde edilen Tamsayih Lindo ¢6zumune gore ise amag fonksiyonun en iyi degeri
z=23'dUr ve (x;) = (4,4,2,6,0,4,3) seklindedir.

3.1.5 Sailco Ornegi
(Winston 3.10., s. 99)
Sailco sirketi gelecek dort mevsimde kag adet yelkenli Uretecegine karar verecekiir.
Talep sirasiyla 40, 60, 75 ve 25 yelkenlidir. Sailco tum talepleri zamaninda
karsilamalidir. Baslangigta Sailco'nun envanterinde 10 yelkenli vardir. Normal mesai
ile bir mevsimde 40 yelkenli Uretebilen sirket yelkenli basina $400 iscilik maliyetine
maruz kalmaktadir. Fazla mesai ile yapilan her ek yelkenli igin ise isgilik maliyeti
$450'dir. Herhangi bir mevsimde yapilan yelkenli ya talebi karsilamak igin kullanilip
satilir ya da envantere konulur. Bir yelkenlinin bir mevsim envanterde tutulmasi
durumunda ise $20 envanter tagima maliyeti olusmaktadir.
Yanit
t=1,2,3,4 icin karar degiskenleri

x; = t. mevsimde normal mesai ile Uretilen yelkenli sayisi

y: = t. mevsimde fazla mesai ile Uretilen yelkenli sayisi
Envanter hesaplarinin yapilabilmesi i¢in kullanilacak degiskenler:

i = t. mevsimin sonunda envanterdeki yelkenli sayisi

d: = t. donem icin yelkenli talebi
Veri d1=40, d»=60, d3=75, ds=25, ir1=10; x; < 40, Vt
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Mantiksal olarak It = It Xe + yi - dy, VL.
Talep karsilanmali ir =0, Vt
(isaret sinirlamalari x,y1=0, Vi)

Bu kisit kimelerini kullanarak toplam maliyet z'yi enktguklemeliyiz:
Z = 400(x1+x2+Xx3+X4) + 450(y1+y2tys+ya) + 20(i1+iz+iz+ia)
Rapor
Lindo en iyi ¢ozuma (x4, X2, X3, Xa) = (40, 40, 40, 25), (y1, ¥2, ¥3, ya) = (0, 10, 35, 0) ve
toplam maliyet = $78450.00 olarak verir. Uretim gizelgesi:
| M1 M2 M3 M4

Normal mesai (x;) 40 40 40 25
Fazla mesai (y:) 0 10 35 0
Envanter (iy) 10 10 0 0 0
Talep (dy) 40 60 75 25

3.1.6 Miisteri Hizmet Diizeyi Ornegi

(Winston 3.12, s. 108)

Bir bilgisayar girketinde musteri hizmetleri icin deneyimli uzmana olan talep
(adamsaat/ay) asagidaki gibidir:

t | Ocak Subat Mart Nisan Mayis
d: | 6000 7000 8000 9500 11000
Ocak ay! basinda sirkette 50 deneyimli uzman vardir. Her uzman ayda 160 saat

caligabilir. Yeni bir uzmani yetigtirmek igin deneyimli uzmanlar 50 saat ayirmaktadir ve
sOz konusu uzmanin egitimi bir ayda tamamlanmaktadir. Her deneyimli uzmana ayda
$2000, her yeni uzmana ise ayda $1000 6denmektedir. Her ay deneyimli uzmanlarin
%5'i isten ayrilmaktadir. Sirket hem hizmet talebini kargilamak istemekte hem de
maliyetleri enazlamak istemektedir. Sorunu ¢ézmek i¢cin DP modeli kurunuz.
Yanit
Karar degigkenleri:

Xt = t ayinda egitilecek uzman sayisi
islem yapabilmek igin kullanilan diger degiskenler ise

yt = t. ayin baginda sirketteki deneyimli uzman sayisi

d: = t. ayIin hizmet talebi
Bu durumda

min z = 2000(y1+...+y5)+1000(x1+...+X5)

oyle ki
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160y+~50x; = d; t=1,..5icin,
y1 =50
Yt = .95yr1+ X t=2,3,4,5icin.

Xt,ytZO

3.1.7 Petrol Karigimi Ornegi

(Winston 3.8°den esinlenilmistir)

Sunco oktan dereceleri ve sulfur oranlari farkl ug¢ tip ham petrolin (H1, H2, H3)
karigtiriimasi ile Ug tip benzin (B1, B2, B3) uretmektedir. Benzinlerin oktan dereceleri
ve sulfur oranlari belli standartlari saglamalidir:

* B1 icin ortalama oktan derecesi en az 10, sulfur orani en fazla %2 olmaldir,

* B2 icin ortalama oktan derecesi en az 8, sulfur orani en fazla %4 olmalidir,

* B3 icin ortalama oktan derecesi en az 6, sulfur orani en fazla %3 olmalidir.
Firmanin her benzin tipi i¢in en fazla satabilecegi talepler sirasiyla 3000, 2000 ve 1000
varildir. Bununla birlikte firma reklam yaparak talebini arttirabilmektedir. Herhangi bir
benzinde 1 dolarlik reklam, talebi 10 varil arttirmaktadir. Hammaddelerin oktan
dereceleri, sulfur oranlari ve alis fiyatlari ile benzinlerin satis fiyatlari asagida verilen

tablolardaki gibi ise Sunco’nun kérini enbuyukleyecek DP’yi kurunuz.

Ham petrol Oktan  Sulfur Alsg fiyati Benzin  Satig fiyat
(%) ($/varil) ($/varil)
1 12 1 45 1 70
6 3 35 2 60
3 8 5 25 3 50
Yanit

Karar degdiskenleri

x; . i. hammaddeden j. benzine konulan miktar (varil), i = 1,2,3; j=1,2,3.
r; : j. benzin igin yapilan reklam ($), j=1,2,3.
Amag fonksiyonu (kari enbuyuklemek)

Maks Z = Kar = gelir — maliyet

Maks Z = (70); x;; + 60, x;5 + 50 x;3) — (452jx1j +35Xx,; +25 ij3]-) — 2T
Kisitlar

Oktan derecesi

12x11 + 6x51 + 8x51 = 10 (xq1 + X531 + Xx37) benzin 1 oktan derecesi

1215 + 6X55 + 8x35 = 8(x15 + X35 + X35) benzin 2 oktan derecesi
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12x,5 + 6x55 + 8x35 = 6 (X33 + Xp3 + X33) benzin 3 oktan derecesi
Sdlftir oranlari

(.01x54 +.03x5; +.05x3,) /(%11 + %31 +x3,) < .02 >

X171 + 3%x31 + 5x31 < 2 (xq1 + X510 + X37) benzin 1 sulfur orani
X12 + 3X35 + 5x35 < 4 (xq5 + X5 + X35) benzin 2 silfur orani
X153 + 3%x53 + 5x35 < 2 (13 + X33 + X33) benzin 3 sulfir orani
Talepler

Yixij <T; +107; Vj. (T;:]. benzinin reklamsiz talebi)
isaret sinirflamalari

Xj, 620, Yij.

3.2 MUTLAK DEGERLI iIFADELERIN DP’YE EKLENMESI

3.2.1 DOnisim
Bir modelde bir fonksiyonun mutlak degeri kullaniliyorsa, bu dogrusal olmayan bir yapi
olusturur. Bir f(x1, X2,..., xn) fonksiyonun mutlak degerini | f{x1, Xo,..., X»)|, DP’ye
ekleyebilmek icin bir yapay degisken (A) tanimlayarak modele asagidaki kisitlar
eklenir:

A= f(Xx1, X2,..., Xn)

A= - fix1, X2,..., Xn)
Modelde amag fonksiyonu ve/veya kisitlarda |f(x1, Xo,..., Xn)| yerine A yazilir. Bu sekilde
bir modellemenin calisabilmesi icin modelin A'y1 kligukleme egiminde olasi gerekir.
Aksi taktirde yukaridaki ifadeler ile A Ustten sinirlandirmadigi igin istenen mutlak deger
hesabi yapilamaz.
Benzer yaklasim Min-Maks ve Maks-Min ifadelerinin DP’ye eklenmesinde de
kullanilabilir. { Min (Maks [f1(x), f2(x),..., f(x)] ) } ifadesini DP’ye eklemek i¢in bir yapay
degisken (A) tanimlanarak modele agsagidaki kisitlar eklenir:

A= fi(x), A= fo(X), .o, M= fi(X)
{ Maks (Min [f1(x), f2(x),..., fk(x)] ) } ifadesini DP’ye eklemek icin bir yapay degisken ()
tanimlanarak modele asagidaki kisitlar eklenir:

A= f1(x), A= fo(X), ..., A= f(X)

Dr. Y. Ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgﬁr Kabak (kabak@itu.edu.tr)

17



END331 2015-2016

3.2.2 Makine Yeri Belirleme Ornegi
(Bazaraa, 2010; s.30.)

Dort makine bulunan bir dretim alanina yeni bir makinenin koyulacagi yer belirlenmek

istenmektedir. Mevcut makinelerin koordinatlari soyledir. (i)(—OS)(_ZZ) (D Yeni

X
makinenin koordinatlari: (x;) olacaktir. Yeni makine ile diger makineler arasindaki

mesafeyi en kugukleyecek koordinati bulmak icin bir DP kurunuz. Makineler arasi

3

x
X 1

mesafeyi Manhattan uzaklidi ile belirlenecektir. Ornek: ( ;) ile ( ) arasindaki mesafe:
lxg — 3+ |x, — 1]
Yanit

Karar degdiskenleri

X1 Ve Xz, yeni makinenin koordinatlari
Ajj - yeni makine ile i. mevcut makine arasindakij. koordinata gore mesafesi, i = 1,2,3,4;
j=1.2.
Amac fonksiyonu
Min i, Z?:l Aij
Kisitlar (Uzaklik hesaplama)
A

ij = kij—x;, A =—kij+x; Vi,j. ki i makinenin j. koordinat
Ornegin; i =1 ve j=1,2 igin;
M1 =3 — X4 M1=-=3+ X4
AMoz=z1—x Aoz—1+ X

isaret sinirlamalari

X1, X2 serbest; A,jj = 0, VI,J

3.3 PARGALI DOGRUSAL FONKSIYONLAR

3.3.1 Parcali dogrusal Konveks fonksiyonlarin DP’ye eklenmesi
Bir pargall dogrusal fonksiyon birden ¢ok dogru pargasindan olusur. Ornegin
asagidaki sekilde fonksiyon dort dogru pargasinin birlesiminden olusmaktadir.
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18



END331 2015-2016

40

ftx) /
30
20 /

Sekilde ifade edilen fonksiyon agagida verilmigtir.

X 0<x<?2

2+2(x—-2) 2<x<5
f=184+40x-5 s5<x<7
16+8(x—7) 7<x<10

Fonksiyonun egiminin degistigi noktalara kesme noktasi denir. Sekilde 0, 2, 5, 7 ve 10
kesme noktalaridir. Eger x degeri arttikga pargall fonksiyonlarin egimi artiyorsa bu
fonksiyon bir pargali dogrusal konveks fonksiyondur. Bir matematiksel modelin
enkuguklenecek amag fonksiyonu parcali dogrusal konveks fonksiyon ise bu amaci
DP’ye ilave etmek icin agagidaki iki yontem kullanilabilir:

f(x) bir parcali dogrusal konveks fonksiyon; d4, dz, ... ,d, kesme noktalari olsun.
Yontem 1.
Modelde f(x) yerine Y ! ¢;v; ,
x yerine Y1 'y; yazilir,
kisittaray; < d;;; —d;, i =1,...,n— 1 ilave edilir.
Burada v, i =1,...,n— 1 karar degigkenleri,
¢, i =1,...,n—1ise inci pargall fonksiyonun egimidir.
Ornekte verilen fonksiyon igin DP formiilasyonu agagida verilmistir.
f(x) =y1+ 2y, + 4y; + 8y,
X=y1+tY2+ys+ s
y1 <2
Y, <3
Y3 <2
Yy =3
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Yontem 2.
Modelde f(x) yerine Y, z;f(d,),
x yerine .1, z;d; yazilir,
kisitlara Y7, z; = 1 ilave edilir.
Burada z;, i =1,...,n karar degigkenleri,
f(d;) ise i’'nci kesme noktasinin fonksiyon degeridir.
Ornekte verilen fonksiyon igin DP formiilasyonu agagida verilmistir.
f(x) =0z, + 2z, + 825 + 16z, + 40z5
x =0z + 2z, + 523+ 7z, + 1025

ZytZy+ 23+ 2z, +25=1

3.3.2 Dogrusal Olmayan Konveks Fonksiyonlarin Donugsumu

Dogrusal olmayan konveks amag fonksiyonlari parcali dogrusal konveks fonksiyona
donusturulerek DP ile yaklagik olarak modellenebilir. Bunun i¢in oncelikle dogrusal
olmayan fonksiyon n-1 pargaya bolunur ve pargalar arasi dogrusal kabul edilerek
parcali fonksiyona donusturulur. Elde edilen pargali fonksiyon yukarda verilen
yontemlerden biri ile DP olarak modellenir.

3.3.3 Petrol Tagima Ornegi

A noktasinda bulunan 10.000 varil petrol 1 ve 2 boru hatlarindan B noktasina
tasinacaktir. Tagima suresi taginan petrol miktarina baglidir. Birinci borudan taginan
petrol miktari x4 bin varil, ikinci borudan tasinan petrol miktari x, bin varil iken birinci
borudan tasima siresi x? saat; ikinci borudan tasima siresi ise x§'5 saat olarak
hesaplanabilir. iki borudan ayni anda petrol génderilmesi durumunda tagima siresini

en kugukleyecek DP modelini kurunuz.

Yanit

Oncelikle tagima suresi fonksiyonlari pargali fonksiyona déniistirilir, x4 ve xo, O ile 10
arasinda deger alacaklar i¢cin 0-10 araligi 4 esit pargaya bolunerek fonksiyonlar
pargalanabilir. Asagidaki tabloda x’lere kargilik gelen fonksiyon degerleri verilmistir.
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X fx1)= 27 f(xo)= x2"
0,0 0,000 0,000
2,5 6,250 3,953
5,0 25,000 11,180
7,5 56,250 20,540
10,0 | 100,000 31,623

Bu durumda sorunun DP formulasyonu:

Karar degdiskenleri

x; . I. borudan tasginan petrol miktari (*1000 varil),

fi . i. boruda tagima suresi (saat),

A en uzun tagima suresi (saat)

z; : pargall fonksiyonlar igin yardimci degiskenler, i =1,2, j=1,...,5.
Amac fonksiyonu

Min A

Kisitlar

En uzun tasima siresi borulardan tasima sirelerinden daha az olmamali
A=f
A=h

Birinci boru igin pargali fonksiyonun ifade edilmesi (Yéntem 2)
X1=0z211+25212+5213+7,5 214+ 10 215
fy =0z41 + 6,25 212 + 25 243 + 56,25 214 + 100 z45
Zy1+ Zip+ 213+ 214+ 215 = 1

Ikinci boru igin pargall fonksiyonun ifade edilmesi
Xo = 0221+ 2,5 200+ 5223+ 7,5 224+ 10 235
f = 0z21 + 3,953 z22 + 11,18 223 + 20,54 zo4 + 31,623 25
Zo1 % Zop + Zo3 + Zog + Z25= 1

Toplam taginacak miktar 10.000 varil olmali
X1+ x2=10

isaret sinirlamalari

tum degiskenler = 0.

Rapor
Verilen DP c¢ozuldiginde A = f; = f, = 15,781; x4 = 3,771; x2 = 6,229; olarak
bulunmustur. Cozimde elde edilen x1 ve x, degerlerine gore fi ve f, ‘nin gergek

degerleri (dogrusal olmayan x? ve x,” fonksiyonlarina gére) 14,220 ve 15,546'dir.
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Ayni problemin dogrusal olmayan programlama ile gozumu f; = = 15,112; x4 = 3,887;
X2 = 6,113 olarak elde edilir. Goruldugu gibi dogrusal olmayan fonksiyonlarin parcali
fonksiyona donusturilmesi ile elde edilen DP sonucu ile dogrusal olmayan
programlama ¢o6zumu birbirine ¢ok yakindir. DP’nin ¢6zUmuU dogrusal olmayan
programlamaya gore daha kolay oldugu igin bu seklide bir modelleme daha etkin
olabilir. Probleme DP ile daha kesin bir ¢ézum bulabilmek igin dogrusal olmayan
fonksiyonlar basta daha fazla pargaya bolunebilir.
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4. DP’NiN ¢OZUMU

4.1 DP GOZUMLERIi: DORT DURUM

Bir DP ¢6zuldugu zaman asagidaki dort durumdan biri ile kargilagilhir:
1. DP’nin bir tek en iyi ¢ozumu vardir.
2. DP’nin alternatif (cok sayida) en iyi ¢ozumleri vardir. Birden fazla (aslinda
sonsuz sayida) en iyi ¢ozum bulunur.
3. DP olurlu degildir (infeasible). Hi¢ olurlu ¢ézumu yoktur (Olurlu bolgede nokta
yoktur).
4. DP sinirh degildir (unbounded). Olurlu bolgedeki noktalar sonsuz buyuklukte

amagc fonksiyon degeri vermektedir.

4.2 GRAFIK ¢OzUM

Sadece iki degigkenli herhangi bir DP’nin ¢ozumu grafiksel olarak bulunabilir

Ornek 1. Giapetto

(Winston 3.1, s. 49)

Giapetto DP’nin sadece iki karar degiskeni oldugundan grafik Gzerinde ¢6zume
gidilebilir

Yanit

The feasible region is the set of all points satisfying the constraints.

maks z = 3x1 + 2x»

Oyle ki  2xq + x2 <100 (Cilalama kisidr)
x1+ x2< 80 (Marangozluk kisidt)
X1 < 40 (Talep kisidr)
X1, X220 (isaret sinirlamalari)

Asagidaki kisitlari saglayan noktalar kimesi olurlu bolgedir. DP’yi saglayan noktalar
kimesi DGFEH besggeni ile sinirlandiriimistir. Bu besgen (boyali bolge) tizerindeki

veya igindeki herhangi bir nokta olurlu bolgededir.

Dr. Y. Ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgﬁr Kabak (kabak@itu.edu.tr)

23



END331 2015-2016
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DP icin olurlu bolgeyi belirledikten sonra en iyi ¢ozum icin arastirma yapilabilir. En iyi
¢ozium, olurlu bolgede en fazla z degerini veren noktadir (enbuyukleme sorunu).

En iyi ¢ozUmu bulmak igin, z degerleri ayni olan bir dogru gizilir. Enbuyukleme sorunu
icin bu ¢izgi es kar (isoprofit) dogrusu; enkugukleme sorunu iginse es maliyet (isocost)
dogrusu olarak isimlendirilir (Sekilde z = 60, z = 100 ve z = 180 igin es kar dogrulari
gorilmektedir).

Bir tek en iyi ¢ozUm varsa, es kar dogrusu olurlu bolgeyi terk ederken bir kose (vertex
- corner) ile kesigir.

Bu DP i¢in en iyi ¢ozim z = 180 i¢in G noktasi (x1, x2) = (20,60) seklindedir.

Karar degigkenlerinin en iyi ¢cozum degerleri kullanildiginda bir kisidin sol taraf degeri
ile sag taraf degeri egitse o kisit aktif (siki; binding, tight) bir kisittir.

Karar degigkenlerinin en iyi ¢cozum degerleri kullanildiginda bir kisidin sol taraf degeri
ile sag taraf degeri esit degilse o kisit aktif olmayan (nonbinding) bir kisittir.

Giapetto DP’de cilalama isgiligi ve marangozluk kisitlari aktiftir. Ote yandan talep kisidi
aktif olmayan bir kisittir ginku en iyi cozumde x1 < 40 (x1 = 20).

Dr. Y. Ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgﬁr Kabak (kabak@itu.edu.tr)

24



Ornek

END331 2015-2016

2. Reklam

(Winston 3.2, s. 61)
Reklam DP’nin sadece iki karar degiskeni oldugundan grafik Gzerinde ¢d6zime

gidilebilir

Yanit

Asagidaki kisitlari saglayan noktalar kiimesi olurlu bolgedir.

min z =50x41 + 100x>

Oyleki 7x1+ 2x,228 (yuksek gelirli kadin)
2x1+ 12x, 224 (yuksek gelirli erkek)
X1, X2 2 0
X2

14

12

10

Dorian

/B-//\\ g
/////f

High-income women constraint

| ////‘

Feasible
Region
S
~N
~ z =600
[z =320
High-income men constralnt
~
~ E ‘.
D SN |
A\ T~ C /
1 h 1 1 =< 2
2 4 6 8 10 12 14 X1

toplam reklam maliyetini enktguklemek istedigi icin sorunun en iyi ¢ozUmu

olurlu bolgede en az z degerini veren noktadir.

En az z degerli es maliyet dogrusu E noktasindan gegmektedir; bu yltzden en iyi ¢ozum
X1 = 3.6, x2 = 1.4 ve z = 320 seklindedir.

Hemy
de akti

uksek gelirli kadin hem de yuksek gelirli erkek kisitlari saglandigi icin her ikisi
f kisitlardir.
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Ornek 3. iki Maden
min  180x + 160y
Oyleki 6x+y>=12

3x+y>=38
4x + 6y >= 24
X<=95
y<=5
x,y>=0
Yanit
-
x=5
y=5
.
Iso-profit Ax —By—24
1
N y
@) T T T b N Y \\\*
0 1 2 3 4 5 6 T

En iyi ¢6zUm igin maliyet 765.71'dir. 1.71 gun X madeni ve 2.86 gun Y madeni
cahistirnimahdir.

Ornek 4. Degistirilmis Giapetto
maks z = 4x1 + 2x;

Oyle ki; 2x; + x2 <100 Cilalama kisit)

(
x1+ x2< 80 (Marangozluk kisiti)
X1 < 40 (Talep kisitr)
X1, X220 (isaret sinirlamalari)
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Yanit

100

80

v

X1

H 40 50 80

G (20, 60) ve F (40, 20) noktalari arasindaki dogru Uzerindeki noktalar alternatif en
iyi gozumleri verir.
0< c<1igin
¢ [20 60] + (1-c¢) [40 20] = [40-20c, 20+40c]
en iyi ¢ozumddar.

Tum en iyi ¢gozumler igin en iyi amag fonksiyon degeri 200’dur.

Ornek 5. Degistirilmis Giapetto (v. 2)
x2 2 90 (Tren talebi) kisidini ekleyelim.
Yanit

Olurlu bolge yoktur: Olurlu olmayan DP

Ornek 6. Degistirilmis Giapetto (v. 3)

Sadece x»2 = 90 kisidi olsun.

Yanit

Es kar dogrusu olurlu bolgeyi terk edemez: Sinirli olmayan DP
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4.3 SIMPLEKS ALGORITMASI

Tam DP sorunlarinin (ikiden fazla sayida karar degigkeni olanlarin da) en iyi ¢6zUmu
olurlu bolgenin bir kdsesindedir. Simpleks algoritmasi bu gergegi kullanarak ¢ozime
gider.

Baslangigta olurlu bolgenin bir kogesi ile isleme baglanir ve eger s6z konusu kdse en
iyi c0zUmuU vermezse yeni bir adim (iterasyon) isletilerek amag fonksiyonunu iyilestiren
(veya ayni birakan) bagka bir komgu koseye gecilir. Bu adimlar en iyi DP ¢6zimu
bulununcaya kadar surer.

DP'leri ¢ozmek icin kullanilan simpleks algoritmasi Dantzig tarafindan 1940'l yillarin
sonunda gelistiriimistir. Daha sonra algoritma gelistirilip yeni versiyonlari gelistiriimigtir.
Bunlardan biri olan "revised simpleks algoritmasi” DP ¢6zumu igin kullanilan bilgisayar
paketlerinde kullaniimaktadir.

Adimlar

1. DP’yi standart bigime geviriniz

2. Bir temel olurlu ¢6zim (basic feasible solution - bfs) bulunuz

3. Mevcut bfs’nin en iyi ¢6zim olup olmadigini arastiriniz. En iyi ise sorun
¢ozulmustar, durunuz.

4. Mevcut bfs en iyi ¢o6zUm degilse, amag fonksiyon degerini en gok iyilestirmek
icin hangi temel digi degiskenin temel degigken olacagini (c6zume girecegini)
ve hangi temel degiskenin ¢ozumden c¢ikip temel disi degigsken olacagini
saptayarak yeni bir bfs bulunuz.

5. Adim 3’e donunuz.

ilgili kavramlar:
* Standart bigim: tim kisitlar esitliktir ve tim degiskenler negatif olmayan degerler
alir
* bfs: tum degigkenlerin negatif olmayan degerler aldigi bir olurlu ¢dzum
* Temel disi degisken: bfs’de degerleri 0’a esit olan degigskenler
* Temel degigken: bfs’deki diger degiskenler, standart bi¢cimdeki esitliklerin
¢ozulmesi ile 0’dan buyuk degerler alirlar
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Ornek 1. Dakota Mobilya

(Winston 4.3, s. 134)

Dakota mobilya sirketi sira, masa ve sandalye yapmaktadir. Her urun igin, asagidaki
tabloda goruldugu gibi, sinirh miktarda kullanilabilen tahta, marangozluk ve cilalama
isciligi gerekmektedir. Ayni tabloda Urunlerin satig fiyatlar da verilmigtir. Haftada en
fazla 5 masa satilabilmektedir. Haftalik kari enbuylkleyecek bir Uretim plani

olusturunuz.

Kaynak Sira Masa Sandalye Kullanilabilen.
Tahta (m?) 8 6 1 48
Cilalama 4 2 1.5 20
Marangozluk 2 1.5 5 8
Talep (maks) - 5 -

Fiyat ($) 60 30 20

DP Modeli:
X1, X2, X3 bir haftada Uretilen sira, masa ve sandalye sayisi olsun. z ise Dakota'nin
haftalik kar miktarini gostersin. Asagidaki DP'yi formule edebiliriz
maks z = 60x1+30x2+20x3
Oyle ki  8x4+ 6x2+ x3 <48
4x1+ 2x2+1.5x3 < 20
2x1+1.5x2+ .5x3 < 8
X2 <5

X1,X2,X3 = 0

Simpleks algoritmasi ile ¢6ziim
Oncelikle gevsek (slack) degiskenler kullanarak DP modelini standart bicime getiriniz

ve modeli kanonik bir sekilde yaziniz.

Ro Z -60X1 -30X2 -20X3 =0
R1 8x1 + 6x20 + X3 + S =48
R, 4x, + 2xo +1.5x3 + Sy =20
Rs 2xq +1.5x2 + 5x3 + S3 =

R4 X2 +54=5

X1,X2,X3,51,52,53,54=0

Bir baslangic temel olurlu ¢c6zimi bulunuz

Sorun igin (x1, X2, x3) = 0 ¢ozumu olurlu oldugundan, asagida verilen nokta bir
baslangi¢ temel olurlu ¢6ziUmdur (basic feasible solution — bfs):
X1 =X2=X3=0, S1 =48, Sz=20, 83=8, S4 = 5.
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Bu bfs’de Ug karar degiskeni temel digi1 degisken (non-basic variables) ve dort gevsek
degisken ise temel degiskendir (basic variables) ve degerleri kanonik modeldeki

esitliklerden bulunur.

Mevcut bfs’nin en iyi cdzim olup olmadigini kontrol ediniz

Temel disi herhangi bir degigkenin degerinin gogaltiimasi (temele girmesi) ile z'nin
degderinin iyilesmesinin mumkun olup olmadigi arastirilir.

Egder tum temel digi degiskenlerin amag fonksiyon satirindaki (0. satir; row 0 — Ry)
katsayilari 0 ya da 0’dan buyukse (nonnegative), mevcut bfs en iyi (optimal) ¢ozimdur
(z’'nin degeri daha ¢ok iyilegtirilemez).

Fakat ornekte tum temel digi degiskenlerin 0. satirdaki katsayilari negatiftir: C6zim en

iyi degildir.

Yeni bfs’nin bulunmasi

* Enbuyuklenmek istenen z en ¢ok x4 sifirdan farkli yapildigi zaman gogalir: x4 giren
degiskendir
* Rjincelendiginde x4’in en fazla 6 olabilecegi gorulir. Aksi takdirde s1 < O olacaktir.
Benzer sekilde R2 ve R3 sirasiyla 5 ve 4 sinirlarini verir. Son satirda xq
olmadigindan herhangi bir sinirlama s6z konusu degildir. Bu durumda tim
sinirlamalarin (aslinda sag taraf degerlerinin giren degigsken katsayilarina
"oran"larinin — oran testi) en kigugu olan 4, x1'in alabilecegi en buyuk degerdir.
X1 = 4 oldugunda s; = 0 olup ¢ozumden c¢ikar ve g¢ikan degisken olarak
isimlendirilir.
* R3 de pivot denklem olur. x; temel degigken oldugu igin birim matrise girecek
sekilde sistem yeniden duzenlenir.
Yeni pivot denklem (Ra/2):
Rs @ X1+.75x2+.25x3+ bs3 =4
Rs kullanilarak x4 tiim diger satirlarda yok edilir.
Ro'=Ro+60R3’, R{'=R-8R3s’, R2'=R:-4R3’, R4=Rs4

Rz +15x; -5x3 +30s3 =240 z=240
R11 - X3 *+ 84 -483 =16 $1=16
R» - X2 +.5X3 + So -2S3 =4 S>= 4
R3: X1 +.75x +.25x3 +.583 =4 x1= 4
R4 X2 +8,=5 S4= 5

Yeni bfs xo=x3=53=0, x1=4, $1=16, $2=4, s4=5 seklindedir ve z=240 olur
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Mevcut bfs’'in optimalligini kontrol ediniz ve en iyi ¢cozUmu bulunana kadar adimlari

tekrar ediniz
* X3 girer.
+ Oran testi sonucu x3 = 8 bulunur; s, ¢ikar: ikinci satir pivot denklem olur.
* Pivot denklemde (R2’) giren degigkenin katsayisi 1 yapilir:
Ry  -2Xp+X3+25r-4s53=8 (R2x2).
R2” satir iglemleri ile diger satirlarda giren degisken yok edilir:
Ro’=R¢'+5R2”, R{"=R{+R2”, R3"=Rj3-.5Ry”, R4"=R4’
Yeni bfs: x2=5,=53=0, x1=2, x3=8, $1=24, s4=5; z = 280.
Sifirinci satirdaki tum temel disi degiskenlerin katsayisi pozitiftir (5x2, 10sz, 10s3).
MEVCUT COZUM EN iYi COZUMDUR (OPTIMAL SONUCQ)

Rapor: Dakota mobilya sirketi haftalik karini enblyuklemek igin 2 sira ve 8 sandalye
Uretmelidir. Bu durumda 280$ kar eder.

Simpleks algoritmasi tablolarla gosterilirse

(Siz de tiim odev ve sinavlarda her islem icin tablo kullanin!!!)

maks z = 60x1+30x5,+20x3
oyle ki 8x1+ b6xo+ x3 <48
4x1+ 2x+1.5x3 <20

2x1+1.5x+ 5x3< 8

X2 <5
X1,X2,X3 2 0
Baslangic tablosu:

z X4 Xo X3 S1 So S3 Sy ST TD Oran
1 -60 -30 -20 0 0 0 0 0 z=0

0 8 6 1 1 0 0 0 48 s, =48 6
0 4 2 15 0 1 0 0 20 s, =20 5

0 2 15 0.5 0 0 1 0 8 s3=8 4

0 0 1 0 0 0 0 1 s4=5 -
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ilk tablo:
z X4 Xo X3 S4 Ss S3 N ST TD Oran
1 0 15 -5 0 0 30 0 240 z=240
0 0 0 -1 1 0 -4 0 16 $;1=16 -
0 0 -1 0.5 0 1 -2 0 4 s, =4 8
0 1 0.75 0.25 0 0 0.5 0 4 Xy =4 16
0 0 1 0 0 0 0 1 5 s4=5 -
ikinci ve en iyi tablo:
z X4 Xo X3 S4 S5 S3 S4 ST D Oran
1 0 5 0 0 10 10 0 280 z=280
0 0 -2 0 1 2 -8 0 24 s1=24
0 0 -2 1 0 2 -4 0 8 X3 =8
0 1 1.25 0 0 -0.5 1.5 0 2 X1 =2
0 0 1 0 0 0 0 1 5 s4=5

Ornek 2. Degistirilmis Dakota Mobilya
Dakota 6rnegini $35/masa olarak degistirelim
Yeni z=60 x1 + 35 x2 + 20 x3

Yeni sorun igin ikinci ve en iyi (optimal) tablo:

J
V4 X1 X2 X3 S1 S22 S3 Sy ST D Oran
1 0 0 0 0 10 10 0 280 z=280
0 0 -2 0 1 2 -8 0 24 s$1=24 -
0 0 -2 1 0 2 -4 0 8 X3=8 -
0 1 125 O 0 -05 15 0 2 x1=2 2M1.25 =
0 0 1 0 0 0 0 1 5 S4=5 5/1
Bir diger en iyi tablo:
V4 X1 X2 X3 S1 S22 S3 Sy ST TD
0 0 0 0 10 10 0 280 z=280
0 1.6 0 0 1 12 -56 0 |27.2 s1=27.2
0 1.6 0 1 0 1.2 -1.6 0 11.2 x3=11.2
0O 0.8 1 0 0O -04 1.2 0 16 x=16
0 -0.8 0 0 0 04 -1.2 1 34 s4,=34
Bu yuzden en iyi ¢ozum asagidaki gibidir:
z=280ve 0 =c =1igin
X1 2 0 2c
X2 | =c| 0|+ (1-c)| 16 | = 1.6 - 1.6¢c
X3 8 11.2 11.2-3.2¢c
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Ornek 3. Sinirli Olmayan DP’ler

{
Z X1 X2 X3 X4 S So ‘ ST TD Oran
1 0 2 -9 0O 12 4 100 z=100
0 0 1 -6 1 6 -1 20 x4=20 Yok
0 1 1 -1 0 1 0 5 X1=9 Yok

Oran testi yapilamadigi igin ¢dzulmek istenen DP sinirli olmayan DP’dir.

4.4 BOYUK M YONTEMI

Eger bir DP'de > veya = kisitlar varsa, Simpleks yontemi kullanilarak bir basglangi¢

temel olurlu ¢ozumau (bfs) olusturulamaz.

Bu durumda Biiylik M (Big M) yéntemi veya iki Asamali (Two Phase) Simpleks yéntemi

kullaniimalidir.

Buyldk M yontemi Simpleks Algoritmasinin bir turaduar: Soruna yapay (artificial)

degiskenler de eklenerek bir bfs bulunur. DP'nin amag fonksiyonu da sonugta yapay

degiskenlerin katsayilari O olacak sekilde yeniden duzenlenir.
Adimlar

1.

Oncelikle tim kisitlar sa§ taraf (ST; Right Hand Side - RHS) degerleri negatif
olmayacak sekilde duzenlenir (ST degeri negatif olan kisitlar -1 ile ¢carpilir. Bu
carpim sonucu egitsizligin yonunun degisecegini unutmayiniz!). Duzenlemelerden

sonra her kisit <, > veya = kisit olarak siniflandirilir

. Tum kisitlar standart bigime cevrilir. Eger kisit < kisitsa, sol tarafa simpleks

yonteminde oldugu gibi gevsek degisken s; eklenir. Eger kisit > kisitsa, sol taraftan
bir fazlalik (excess) degisken e; ¢cikarilir.

Tum > veya = kisitlarin sol tarafina bir yapay degisken a; eklenir. Ayni zamanda
yapay degigkenler icin isaret sinirlamasi (a; > 0) da eklenir.

M ¢ok buyuk bir sayi olsun. Eger DP enkugukleme sorunu ise, amag fonksiyonuna
(her yapay degisken icin) Ma; eklenir. Eger DP enbuyukleme sorunu ise, amag
fonksiyonuna (her yapay degisken igin) -Ma; eklenir.

Her yapay degisken baglangi¢ temel ¢ozimunde olacagdi icin amag fonksiyonundan
(0. satir) elenmelidir (katsayilar sifir olacak sekilde duzenleme yapilmalidir). Daha
sonra simpleks algoritmasinin adimlari kullanilarak (M'nin buyuk bir sayi oldugu

unutulmadan!) ¢ézume gidilir.
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Yukaridaki 5 adimla dizenlenen yeni DP'nin en iyi ¢ozumunde tum yapay degiskenler
0'a esit ¢gikarsa, esas sorunun en iyi ¢ozumu bulunmustur.
Eger yeni DP'nin en iyi gozUmunde en az bir yapay degisken pozitif bir deger alirsa,

esas sorun ¢gozumsuzdiir (infeasible)!!!

Ornek 1. Oranj Meyve Suyu

(Winston 4.10., s. 164)

Bevco sirketi, portakal gazozu ile portakal suyunu karistirarak Oranj ismiyle portakalli
meyve sulari uretmektedir. Portakal gazozunun bir onsunda 0.5 oz. seker ve 1 mg C
vitamini vardir. Portakal suyunun bir onsunda ise 0.25 oz. seker ve 3 mg C vitamini
vardir. Bevco bir oz. portakal gazozu Uretmek icin 2¢, bir oz. portakal suyu Uretmek
icin ise 3¢ harcamaktadir. Sirketin pazarlama bolimd Oranj't 10 oz.luk siselerde
satmak istemektedir. Bevco'nun her bir sisede en az 20 mg C vitamini bulunmasini ve
en ¢ok 4 oz. seker olmasi sartini en az maliyetle karsilamasini saglayiniz.

DP Modeli:

X1 ve Xz bir sise Oranj'da bulunmasi gereken portakal gazozu ve portakal suyu miktari
olsun. DP modeli agagidaki gibi kurulur.

minz=2x1+ 3 x>

0.5x1+0.25x, < 4 (seker kisidr)
X1+ 3 x2>20 (C vit. kisidi)
X1+ x2 =10 (10 oZ'luk sige kisidr)
X1,X2 >0

Buyiik M yontemi ile ¢oziim:

Adim 1. Tim kisitlar1 ST dederleri negatif olmayacak sekilde dizenleyiniz

Tum kisitlarin ST degeri pozitiftir
Adim 2. Tum kisitlar standart bicime ceviriniz

Z— 2x4— 3x =0

0.5 x4+ 0.25 x5 + s¢ = 4
X1+ 3 X - €2 =20
X1+ X2 =10

tum degiskenler > 0
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Adim 3. > veya = kisitlara a; yapay degdiskenini ekleyiniz

zZ— 2x1— 33X =0 Ro
0.5 x1+ 0.25 x» + 8¢ = 4 R1
X1+ 3 X2 -ext a =20 R2

X1+ X2 +az =10 Rs

tum degiskenler > 0

Adim 4. Amag fonksiyonuna Ma; ekleyiniz (min. sorunu igin)

mnz=2x1+3xx+Ma,+ M as

Sifirinci satir (RO) asagidaki gibi olacaktir:

Z— 2XxXq1—

3X2—M82—M83= 0

Adim 5. Yapay degdiskenleri Ro'dan eleyecek sekilde yeni Rq olusturunuz

YeniRp=Rg+ MR, + MR3 =

Z+ (2M=-2) x4 + (4M=3) xo— M e, = 30M Yeni Ry
Baslangig tablosu:
{

y4 X1 X2 S1 (S ar as ST D Oran

1 2M-2  4M-3 0 -M 0 0 30M z=30M

0 0.5 0.25 1 0 0 0 4 s1=4 16

0 1 [ 3 ] o -1 1 0 20 @;=20 20/3=

0 1 1 0 0 0 1 10 as=10 10
Enk. sorununda, 0. satir katsayisi1 "en pozitif" olan degisken giren degiskendir!
ilk tablo:

|

Z X1 X2 S1 (S az as ‘ ST D Oran

1 (2M-3)/3 O 0 (M-3)/3 (3-4M)/3 O 20+3.3M z

0 5/12 0 1 112 -1/12 0 713 S1 28/5

0 1/3 1 0 -1/3 1/3 0 20/3 X2 20

0 0 0 1/3 -1/3 1 10/3 a3 5=
En iyi tablo:

z X1 X2 S1 (S az as ‘ ST D

1 0 0 0 -12 (1-2M)/12 (3-2M)/2 | 25 z=25

0 0 0 1 -1/8 1/8 -5/8 174 s4=1/4

0 0 1 0 -1/2 1/2 -1/2 5 X2=5

0 1 0 0 1/2 -1/2 3/2 ) X1=5
Rapor:

Bir sise Oranj'da, 5 oz. portakal gazozu ve 5 oz. portakal suyu olmalidir.

Bu durumda toplam maliyet 25¢ olacaktir.
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Ornek 2. Degistirilmis Oranj Meyve Suyu
Bevco sorununda diger kosullar ayni kalmak kaydiyla 36 mg. C vitamini gerektigi goz
onune alinirsa ilgili DP modeli asagidaki gibi olusturulur.

X1 ve Xz bir sise Oranj'da bulunmasi gereken portakal gazozu ve portakal suyu miktari

olmak uzere;
mnz=2xy+3x2
0.5x1+0.25x, < 4 (seker kisidr)
X1+ 3 x2 > 36 (C vit. kisidi)
X1+ x2 =10 (10 oZ’luk sige kisidr)
X1,X2 >0

Buyiik M yontemi ile ¢oziim:
Baslangig tablosu:

|

y4 X1 X2 S €2 das as ST D Oran

1 2M-2 4M-3 0 -M 0 0 46M z=46M

0 0.5 0.25 1 0 0 0 4 s1=4 16

0 1 3 0 -1 1 0 36 a,=36 36/3

0 1 [ 1 ] o0 0 0 1 10  a;=10 10—
En iyi tablo:

z X1 X2 S (S ar as ‘ ST D

1 1-2M 0 0 -M 0 3-4M | 30+6M z=30+6M

0 1/4 0 1 0 0 -1/4 3/2 $1=3/2

0 -2 0 0 -1 1 -3 6 a,=6

0 1 1 0 0 0 1 10 x2=10

Bir yapay degisken (a2) temel degisken oldugu igin orijinal DP olurlu degildir.
Rapor:

Belirtilen sartlarda Oranj Uretimi yapmak mumkun dedgildir.

4.5 iKi ASAMALI SIMPLEKS

Temel olurlu ¢gozUmun (bfs) hazir olmadigi durumlarda iki agamali simpleks yontemi
biiyiik M yéntemine alternatif olarak kullanilabilir. ilgili kisitlara biyiik M yéntemine
benzer sekilde yapay degiskenler eklenir. Daha sonra Agsama | DP ¢6zulerek orijinal
DP’ye bir bfs bulunur. Agama | DP’de amag fonksiyonu yapay degiskenlerin
toplaminin en kuguklenmesidir. Asama | sonucunda, orijinal DP’nin amag fonksiyonu
eklenerek DP’nin en iyi gozumu belirlenir.

Adimlar

1. Oncelikle tim kisitlar sag taraf (ST; Right Hand Side - RHS) degerleri negatif

olmayacak sekilde duzenlenir (ST degeri negatif olan kisitlar -1 ile ¢carpilir. Bu
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carpim sonucu esitsizligin yonunun degisecegdini unutmayiniz!). Duzenlemelerden
sonra her kisit <, > veya = kisit olarak siniflandirilir

2. Tum kisitlar standart bicime cevrilir. Eger kisit < kisitsa, sol tarafa simpleks
yonteminde oldugu gibi gevsek degisken s; eklenir. Eger kisit > kisitsa, sol taraftan
bir fazlalik (excess) degisken e; ¢ikarilir.

3. Tum > veya = kisitlarin sol tarafina bir yapay degigken a; eklenir. Ayni zamanda
yapay degigkenler icin igaret sinirlamasi (a; > 0) da eklenir.

4. Asama I'de orijinal amag fonksiyonu, tum yapay degiskenlerin toplamini (w = Za;)
en kugukleyecek bir amag fonksiyonu ile degistirilerek orijinal DP ¢ozulur. Boylece
Asama | DP’nin ¢ozumu yapay degiskenleri 0 olmaya zorlayacakiir.

5. Her yapay degisken baslangic temel c¢6zimunde olacagi igin simplekse
baglamadan 6nce bu degiskenler 0. satirdan elenmelidir. Daha sonra simpleks ile
degistirilmis sorun ¢ozular.

Asama | DP ¢6zumunde Ug farkl durum ile karsilasilabilir:

[.  Durum 1. w > 0 ise orijinal DP’nin ¢6zumu olurlu degildir. (Asama Il'ye
gecilmez!)
[I.  Durum 2. w = 0 ve higbir yapay degisken temel degisken degil ise;

i. Asama | DP’nin en iyi tablosunda yer alan amag¢ fonksiyonu satiri ve
yapay degiskenler ile ilgili sGtunlar atilr.

ii.  Orijinal amag fonksiyonu ile Asama | DP’den gelen tablo birlestirilerek
Asama |l DP olusturulur. Eger Asama | DP’nin en iyi tablosundaki bazi
temel degiskenlerin orijinal amag fonksiyonu katsayilari sifirdan farkli ise
bu degigkenlerin amag¢ fonksiyonunun elenmesi igin satir iglemleri
yapilmalisina dikkat edilmelidir.

iii. Asama Il DP simpleks algoritmasinin adimlari kullanilarak ¢ozular.
Asama |l DP’nin ¢6zumu orijinal problemin ¢ézUmudur.
[lIl.  Durum 3. w = 0 ve en az bir yapay degisken temel degisken ise;

i. Asama | DP’nin en iyi tablosunda yer alan amac¢ fonksiyonu satiri ile
temel digi yapay degiskenler ve sifirinci satirdaki katsayisi negatif olan
degiskenlere ait sutunlar atilr.

ii.  Orijinal amag fonksiyonu ile Asama | DP’den gelen tablo birlestirilerek
Asama |l DP olusturulur. Eger Asama | DP’nin en iyi tablosundaki bazi
temel degiskenlerin orijinal amag fonksiyonu katsayilar sifirdan farkli ise
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bu degigkenlerin amag¢ fonksiyonunun elenmesi igin satir iglemleri
yapilmasina dikkat edilmelidir.
iii. Asama Il DP simpleks algoritmasinin adimlari kullanilarak ¢ozular.

Asama |l DP’nin ¢6zumu orijinal problemin ¢ézUmudur.

Ornek 1. Oranj Meyve Suyu
X1 ve Xz bir sise Oranj'da bulunmasi gereken portakal gazozu ve portakal suyu miktari

olmak Uzere;
minz=2xy+3x2
0.5x1+0.25x, < 4 (seker kisidr)
X1+ 3 x2>20 (C vit. kisidi)
X1+ x2 =10 (10 oZ'luk sige kisidr)
X1,X2 >0

iki agamali simpleks yéntemi ile ¢oziim:

Adim 1. Tim kisitlar1 ST dederleri negatif olmayacak sekilde dizenleyiniz

Tum kisitlarin ST degeri pozitiftir

Adim 2. Tum kisitlar standart bicime ceviriniz

Z— 2x4— 3x =0

0.5 x4+ 0.25 xp + 54 = 4
X1+ 3 X - €2 =20
X1+ X2 =10

tum degiskenler > 0
Adim 3. > veya = kisitlara a; yapay degdiskenini ekleyiniz

zZ— 2x1— 33X =0 Ro
0.5 x4+ 0.25 x» + 54 = 4 R1
X1+ 3 X -6t ar =20 R>

b Cha X2 +as; =10 Rs

tum degiskenler > 0
Adim 4. Tim yapay degiskenlerin toplami en kiiciklenecek amac olarak belirlenir.

Minw=a, +as
Sifirinci satir (RO) asagidaki gibi olacaktir:
wW— ax— as =0
Adim 5. Yapay degdiskenleri Ro'dan eleyecek sekilde yeni Rq olusturunuz
YeniRp=Rp+R2+R3 =
w+ (1+1) x4 + (3+1) x2 — ez = 30 YeniRo
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Asama | DP - Baslangig tablosu:

{

w X1 X2 S1 (S az as ST D Oran

1 2 4 0 -1 0 0 30 w=30

0 12 14 1 0 0 0 4 s1=4 16

o 1 [3]o0o -1 1 0 | 20 @=20 20/3=

0 1 1 0 0 0 1 10 az=10 10
Asama | DP - ilk tablo:

I

w X1 X2 S1 (S daz as ST D Oran

1 2/3 0 0O 13 -43 0 | 10/3 w=10/3

0 512 0 1 112 112 0 7/3  s4=7/3  28/5

0 1/3 1 o -1/3 1/3 0 | 20/3 x=20/3 20

0 0 0 13 -13 1 |103 a=10/3 5=
Asama | DP - En iyi tablo:

w X1 X2 S1 €2 a2 as ST TD

1 0 0 0 0 -1 -1 0 w=0

0 0 0 1 -1/8 1/8 -5/8| 1/4 s4=1/4

0 0 1 o 12 12 -12| 5 X2=5

0 1 0 o 12 12 32 5 x1=5

Asama | DP ¢c6zimunde Uc farkli durum ile karsilasilabilir:

Asama | DP en iyi tablosunda w = 0 ve a; ile as temel digI degisken oldugu igin

Durum 2 ile karsilagiimistir.

i.  Birinci agama tablosundaki yapay degiskenler ile ilgili sutunlari ve amag fonksiyonu

satiri atilir,

W X1 X2 S1 es as as ‘ ST D
1 0 0 0 0 -1 -1 0 w=0
0 0 0 1 -1/8 18 -5/8| 1/4 s1=1/4
0 0 1 0 -1/2 12 -1/2 5 Xo=5
0 1 0 0 1/2 -1/2  3/2 5 X1=5

minz=2x1+3Xx
Z X1 X2 S1 €2 ‘ ST D
1 -2 -3 0 0 0 z=0
0 0 0 1 -1/8 1/4 s1=1/4
0 0 1 0 -1/2 5 Xo=5
0 1 0 0 1/2 5 X1=5

yeni RO = RO + 2R3 + 3R2

Agsama Il DP - Baslangig tablosu:

Z X1 X2 S1 €2 ‘ ST D
1 0 0 0 -1/2 25 z=25
0 0 0 1 -1/8 1/4 s1=1/4
0 0 1 0 -1/2 5 Xo=5
0 1 0 0 1/2 5 X1=5
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i. Asama Il DP simpleks algoritmasinin adimlari kullanilarak g¢oézular. Asama I
DP’nin ¢6zuma orijinal problemin ¢éozumaddar.

Baslangi¢ tablosunda ilk satirda pozitif katsay1 olmadigi igin bu tablo en iyi gozumdur.

Bu ¢6zlime gore x1 = x2 = 5; z = 25 'tir.

Rapor:

Bir sise Oranj'da, 5 oz. portakal gazozu ve 5 oz. portakal suyu olmalidir.

Bu durumda toplam maliyet 25¢ olacaktir.

Ornek 2. Degistirilmis Oranj Meyve Suyu
X1 ve Xz bir sise Oranj'da bulunmasi gereken portakal gazozu ve portakal suyu miktari

olmak uzere;
minz=2xy+3x2
0.5x1+0.25x, < 4 (seker kisidr)
X1+ 3 x2 > 36 (C vit. kisidi)
X1+ x2 =10 (10 oZ’luk sige kisidr)
X1,X2 >0

iki agamali simpleks yéntemi ile ¢oziim:
Adim 1. Tim kisitlar1 ST dederleri negatif olmayacak sekilde dizenleyiniz

Tum kisitlarin ST degeri pozitiftir
Adim 2. Tum kisitlar standart bicime ceviriniz

Z— 2x4— 3x =0

0.5 x4+ 0.25 x5 + s¢ = 4
X1+ 3 X - €2 =36
X1+ X2 =10

tum degiskenler > 0

Adim 3. > veya = kisitlara a; yapay degdiskenini ekleyiniz

zZ— 2x1— 33X =0 Ro
0.5 x4+ 0.25 x» + 54 = 4 R1
X1+ 3 X -ex+ ar = 36 R,

b Cha X2 +as; =10 Rs

tum degiskenler > 0
Adim 4. Tim yapay degiskenlerin toplami en kiiciklenecek amac olarak belirlenir.

Minw=a, +as
Sifirinci satir (RO) asagidaki gibi olacaktir:
W— ax— as =0
Adim 5. Yapay degdiskenleri Ro'dan eleyecek sekilde yeni Rg olusturunuz
YeniRp=Rp+R2+R3 =
w+ (1+1) x4 + (3+1) x2 — ez = 46 YeniRo
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Asama | DP - Baslangig tablosu:

Y
w X1 X2 S (S ar as ST TD Oran
1 2 4 0 -1 0 0 |46 w=46
0o 12 14 1 0 0 0 | 4 s=4 16
o 1 3 0 -1 1 0 |36 a=36 12
o 1[1] o0 o0 0 1 ]10 a=10 10—

Asama | DP — En iyi tablo

w X1 X2 S (S ar as ‘ ST D

1 -2 0 0 -1 0 -4 6 w=6
0 1/4 0 1 0 0 -1/4 |3/2 s4=3/2
0 -2 0 0 -1 1 -3 6 a,=6
0 1 1 0 0 0 1 10  x2=10

Asama | DP ¢c6ztumunde Uc farkli durum ile karsilasilabilir:

Asama | DP en iyi tablosunda w > 0 oldugu igin Durum 1 ile kargilagiimigtir. Buna
gore orijinal DP olurlu degildir.

Rapor:

Belirtilen sartlarda Oranj Uretimi yapmak mumkuin dedgildir.

Ornek 3. (Winston, 4.13)
Asagidaki DP Modelini iki agsamali simpleks ile ¢ozinuz.

maks z = 40x4 + 10x2 +7Xs + 14Xg
Oyleki;, x1 - X +2Xs5 =0
-2X1 +  Xo -2Xs5 =0
X1 + X3 +Xs - Xg =3

2Xo+ X3+ X4+ 2X5 + Xg =4

iki agamali simpleks yéntemi ile ¢oziim:

Adim 1. Tim kisitlar1 ST dederleri negatif olmayacak sekilde dizenleyiniz

Tum kisitlarin ST degeri pozitiftir
Adim 2. Tum kisitlar standart bicime ceviriniz

Tam kisitlar esittir kisiti oldugu i¢in problem standart bigimdedir.

Adim 3. > veya = kisitlara a; yapay degdiskenini ekleyiniz

z-40x;, - 10x2 -7Xs5 - 14xg =0
X1 - X +2X5 + aq =0

-2X1 +  Xo -2Xs5 + ax =0

X1 + X3 + X5 - Xg +az3 =3

2X2 + X3+ X4 + 2X5 + Xg =4

(Not: son kisitta x4 temel degisken olabilecegi igin yapay degisken eklenmemistir.)
Adim 4. Tim yapay degiskenlerin toplami en kiicliklenecek amac olarak belirlenir.

minw =as + a> + as
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Sifirinci satir (RO) asagidaki gibi olacaktir:
w—a1—az—a3=0
Adim 5. Yapay degdiskenleri Ro'dan eleyecek sekilde yeni Rg olusturunuz
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YeniRp=Rg+R1+ R, +R3 =

W+ X3+ X5— X

Asama | DP - Baslangig tablosu:

=3 YeniRg

{

w X1 X2 X3 X4 X5 X6 a1 ar as ST TD Oran
1 0 0 1 0 1 -1 0 0 0 3 w=3

0 1 -1 0 0 2 0 1 0 0 0 a=0 -

o -2 1 0 0O -2 O 0 1 0 0 ax=0 -

o 1t o[1]0 1 1 0 0 1|3 a=3 3=
0 2 1 1 2 1 0 0 0 4 x4=4 4

Asama | DP — En iyi tablo:

W X1 X2 X3 X4 X5 X6 a1 a» as ST TD

1 -1 0 0 0 0 0 0 0o 1 0 w=0

0 1 -1 0 0 2 0 1 0 0 0 a=0

o -2 1 0 0O -2 O 0 1 0 0 ax=0

0 1 0 1 0 1 -1 0 0 1 3 x3=3

0o 1 2 0 1 1 2 0 0o 1 1 x4=1

Asama | DP ¢c6ztumunde Uc farkli durum ile karsilasilabilir:

w = 0 ama a1 ve a; temel degisken oldugu i¢in Durum 3 ile karsilasiimistir.

i. Asama | DP’nin en iyi tablosunda yer alan temel digi yapay degiskenler ve ilk

satirdaki katsayisi negatif olan degiskenler ile ilgili sutunlar ve amag fonksiyonu

satir atilir.

W X1 X2 X3 X4 X5 X6 a1 ar as ST TD
1 -1 0 0 0 0 0 0 0o -1 0 w=0
0 1 -1 0 0 2 0 1 0 0 0 a=0
0 | -2 1 0 O -2 O 0 1 0 0 ax=0
0 1 0 1 0 1 -1 0 0 1 3 x3=3
0 | -1 2 0 1 1 2 0 0 | -1 1 x4=1

ii. Orijinal amag fonksiyonu (z) ile Asama | DP’den gelen tablo birlestirilerek Asama

Il DP olusturulur.
z-40x4 - 10x2
Orijinal amag fonksiyonunda katsayisi sifirdan farkli olan degiskenlerin timu temel digi

degiskendir; bu yuzden satir igslemi yapmadan Asama |l DP olusturulur.

-7x5-14x=0
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Asama Il DP — Baglangi¢ Tablosu

{
Z X2 X3 X4 X5 X6 a1 ar ST TD Oran
1 10 O O -7 14 O 0 0 z=0
0o 1 0 0 2 0 1 0 0 a=0 -
0 1 0 0O -2 O 0 1 0 ax=0 -
0 0 1 0 1 -1 0 0 3 x3=3 -
0 2 0 1 1[2]0 0|1 x1 12=

iii. Asama Il DP simpleks algoritmasinin adimlari kullanilarak ¢ozulir. Asama |l
DP’nin ¢6zumda orijinal problemin ¢éozumaddar.

Asama Il DP — En iyi tablo

V4 X2 X3 X4 X5 X6 a1 a» ST TD

1 4 0 7 0 0 0 0 7 z=7

0o 1 0 0 2 0 1 0 0 a=0

0 1 0 0O -2 O 0 1 0 ax=0

0 1 1 12 3/2 0 0 0 | 7/2 x3=7/2

0 1 o 12 12 1 0 0 | 1/2 xs=1/2
Rapor:

z=7,x3=35 =05 x1=xX2=x5=x4 =0

4.6 ISARETI SINIRLANDIRILMAMIS DEGISKENLER

isareti sinirlandirimamis degiskenler olabilir (serbest; unrestricted in sign - urs).

Bu konu sinifta islenecektir.
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5. DUYARLILIK ANALIZi VE DUALITE

5.1 DUYARLILIK ANALIZi

5.1.1 indirgenmis Maliyet

Herhangi bir temel disi degiskenin indirgenmis maliyeti (reduced cost), degiskenin
temel degigsken olmasi (DP'nin en iyi ¢ozumune girmesi) igin amag¢ fonksiyon
katsayisinda yapilacak iyilestirme miktaridir.

Eger bir x, temel disi degiskeninin amag fonksiyon katsayisi indirgenmis maliyet kadar
iyilestirilirse, DP'nin bir tek en iyi ¢6zUmu olmaz: alternatif ¢ozumler vardir. xix, s6z
konusu ¢ozumlerden en az birinde temel degisken; en az birinde ise temel disi
degisken konumundadir.

Eger xx temel dis1 degiskeninin amag fonksiyon katsayisi indirgenmis maliyetten daha
fazla iyilestirilirse, yeni DP'nin tek bir en iyi gozimune ulagilir ve bu ¢ozumde x; temel
degisken olur (x,>0).

Temel degigkenin indirgenmis maliyeti sifirdir (tanima bakiniz)!

5.1.2 Golge Fiyat

DP modelinin i. kisidinin golge fiyati (shadow price), s6z konusu kisidin sag taraf (ST;
Right Hand Side - RHS) degerinin 1 birim ¢ogaltiimasi durumunda, en iyi amag
fonksiyon deg@erinin ne kadar iyilestigini (enbuyukleme sorununda ne kadar arttigini,
enkugukleme sorununda ne kadar azaldigini) gosterir.

Bu tanim sadece degisimden onceki ¢ozumun degisimden sonra da ayni kalmasi
durumunda gegcerlidir!

Bir > kisidin golge fiyati her zaman 0 ya da 0'dan kuguk (nonpositive); bir < kisidin
golge fiyati ise her zaman 0 ya da 0'dan blyuk (nonnnegative) olacaktir.

5.1.3 Kavramsallagstirma

maks z=6 x1 + xo + 10 x3
X1 +x3 <100
X2 < 1
Tum degiskenler = 0

Bu ¢ok kolay bir DP modelidir ve simpleks kullaniimadan elle de ¢ézlilebilir:
x2 = 1 (Bu degisken ilk kisitta yoktur, bu durumda sorun enbuyukleme oldugundan

ikinci kisidin sol taraf degeri 1'e esit olur)
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x1 =0, x3 = 100 (Bu iki degisken ise salt ilk kisitta kullaniimiglardir ve x3'Un amag
fonksiyon degeri x4'inkinden buyuk oldugu i¢in x3'Un en iyi degeri birinci kisit ST
degerine esit olur)

Bu durumda en iyi ¢6zum asagidaki gibidir:

z=1001, [x4, x2, x3] = [0, 1, 100]

Ayni zamanda duyarlik analizi de elle hesaplanabilir:

indirgenmis Maliyet

X2 ve x3 temel deg@isken (en iyi gozumde) olduklarindan, indirgenmis maliyetleri 0'dir.
x1'l temel degisken yapabilmek i¢in amag fonksiyon katsayisini en az x3'ln amag
fonksiyon katsayisi kadar yapmak diger bir deyisle 4 (10-6) birim ¢ogaltmak gerekir.
Yeni amag fonksiyonu (maks z = 10 x1 + x2 + 10 x3) olacak ve [x1, X2, x3] i¢in en az ikKi
en iyi ¢6zum bulunacaktir: [0, 1, 100] ve [100, 1, 0].

Bu durumda x4'in indirgenmig maliyeti 4'tur.

Eger x1'in amag fonksiyon katsayisini indirgenmis maliyet degerinden daha fazla
cogaltirsak en iyi gozum bir tane olacaktir: [100, 1, 0].

Golge Fiyat

Eger birinci kisidin ST degeri 1 birim arttirllirsa, x3'Un yeni en iyi gozum degeri 100
yerine 101 olacaktir. Bu durumda da z'nin yeni degeri 1011 olacaktir.

Tanimdan faydalanip tersten gidersek: 1011 - 1001 = 10, birinci kisidin golge fiyat
degeridir.

Benzer sekilde ikinci kisidin golge fiyati 1 olarak hesaplanir (litfen hesaplayiniz).

5.1.4 Duyarllik i¢in Lindo Ciktisinin Kullanilmasi
DIKKAT: Simpleks'de sifirinci satir olan amag fonksiyonu Lindo'da birinci satir
(Row 1) olarak kabul edilir!

Bu yiizden ilk kisit, Lindo'da her zaman ikinci satirdir!!!

MAX 6 X1 + X2 + 10 X3
SUBJECT TO
2) X1l + X3 <= 100
3) X2 <= 1

END

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 0
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 1001.000

VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 0.000000 4.000000
X2 1.000000 0.000000
X3 100.000000 0.000000
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
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2) 0.000000 10.000000
3) 0.000000 1.000000
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:
OBJ COEFFICIENT RANGES

VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE

X1 6.000000 4.000000 INFINITY

X2 1.000000 INFINITY 1.000000

X3 10.000000 INFINITY 4.000000

RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE

RHS INCREASE DECREASE

2 100.000000 INFINITY 100.000000

3 1.000000 INFINITY 1.000000

Lindo giktisi x4, x2 ve x3 degiskenlerinin indirgenmis maliyetlerini (reduced costs) 4, 0
ve 0 olarak vermektedir.

Enbuyukleme sorunlarinda temel digi bir degiskenin indirgenmig maliyeti ayni
zamanda Lindo ¢iktisindaki amag fonksiyon katsayilari araligindaki (obj. coefficient
ranges) o degisken igin izin verilen ¢ogalis (allowable increase) degeri ile de
bulunabilir. Burada x1 i¢in s6z konusu deger 4'tlr.

Enklcukleme sorunlarinda ise temel digi degiskenin indirgenmis maliyeti izin verilen
azals (allowable decrease) deg@erine esittir.

Ayni Lindo ciktisindan, golge fiyatlar (shadow prices) da kisitlarin "dual price"
degerleri okunarak bulunabilir:

Ornegimizde birinci kisidin (satir 2) gélge fiyati 10'dur.

ikinci kisidin (satir 3) golge fiyati ise 1'dir.

Eger bir kisidin ST degerindeki bir degisim en iyi ¢cozumun degismeyecegi izin verilen
ST araliklarinda (allowable RHS range) ise asagidaki denklemler kullanilarak yeni
amag fonksiyon degeri hesaplanabilir:
enbuyukleme sorunu igin

« yeni amag fn. degeri = eski amag fn. degeri + (yeni ST — eski ST) x golge fiyat
enkugukleme sorunu igin

« yeni amag fn. degeri = eski amag fn. degeri — (yeni ST — eski ST) x golge fiyat

Lindo 6rneginde, izin verilen ST araligi gcogalisi (allowable increase in RHS ranges)
sonsuz (infinity) oldugu i¢in her iki kisidin da ST degerini istedigimiz kadar
cogaltabiliriz. Fakat izin verilen ST araligi azalisina (allowable decrease) gore birinci

kisidi en fazla 100, ikinci kisidi ise 1 birim azaltabiliriz.
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Ornek
Birinci kisidin yeni ST degerinin 60 oldugunu dusunelim.
Oncelikle izin verilen araliklar kontrol edilir. Cogalis sonsuz oldugundan birinci
denklemi kullanabiliriz (maks sorunu):
Zyeni = 1001 + (60 - 100 ) 10 = 601

5.1.5 Grafik Coziim Kullanarak Duyarhlik
Sinifta islenecektir.

5.1.6 %100 Kural
Sinifta islenecektir.

5.2 DUALITE

5.2.1 Primal — Dual

Herhangi bir DP ile iligkisi olan bir diger DP dual (esters) olarak isimlendirilir. Dual
bilgisi ekonomik ve duyarlilik analizi ile ilgili ilging agiklamalar saglar. Duali alinan DP
primal olarak isimlendirilir. Primal model enbluyukleme sorunu ise dual enkugukleme

sorunu olur. Bu kuralin tam tersi de dogrudur.

5.2.2 Bir DP’nin Dualini Bulma

Normal enbliyiikleme sorununun duali normal enkiigiikleme sorunudur.
Normal enblyiikleme sorunu tiim degiskenlerin O veya 0’dan bliyiik oldugu ve
tum kisitlarin < oldugu bir sorundur.
Normal enkiiglikleme sorunu tiim degiskenlerin 0 veya 0’dan blylik oldugu ve
tum kisitlarin = oldugu bir sorundur.

Benzer sekilde, normal enkugukleme sorununun duali de normal enbuyukleme

sorunudur.
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Normal Enbiiyiikleme Sorununun Dualini Bulma

PRIMAL
maks z = C1X1t+ CoX2 +...+ CnXp
oyle ki a11X1 t apXxXo+ ...+ ainXn < by
axX1taxpXxo+ ... +amxn < bo
amiX1 + a@maXo + ... + a@mnXn < by
xiz20(G=1,2,...,n)
DUAL
min w = b1y1+ b2y2 +...+ bmym
('jyle ki anyrtaxy2t ... +amym 2 C
apyr taxpy,t...+tamym 2 C
amnyr1taxy2t ...* amym 2 Cp

yiz0(=1,2,....m)

Normal Enkuglikleme Sorununun Dualini Bulma

PRIMAL
min w = b1yt bays +...+ bnym
oyle ki anyrtaxy2t ... +amym 2 Cq
apyr taxpy,t...+tamym 2 C
amyrtaxy2* ...*amym 2 Cp
yiz0(=1,2,....m)
DUAL
maks z = C1X1t+ CoX2 +...+ CnXp
oyle ki a11X1 t apxXo+ ...+ ainXn < by
axX1taxpXxo+ ... +amxn < bo

;’3.1;11X1 + .a.n.72X2 T an;r;).(n < bm
xiz20(G=1,2,...,n)
Normal Olmayan Enbiiyliikleme Sorununun Dualini Bulma
* Eger i primal kisit 2 kisitsa, ilgili dual degisken y; < 0 seklinde olmalidir.
» Eger i primal kisit esitlikse, ilgili dual deg@isken y; "isareti
sinirlandiriimamig” (serbest; unrestricted in sign - urs) degiskendir.

* Eger . primal degigken urs ise, i. dual kisit esitliktir.

Normal Olmayan Enkig¢iikleme Sorununun Dualini Bulma

* Eger . primal kisit < kisitsa, ilgili dual degisken x; < 0 seklinde olmalidir

* Eger . primal kisit esitlikse, ilgili dual degisken x; "isareti
sinirlandiriimamis” (urs) degiskendir.

* Eger . primal degigken urs ise, i. dual kisit esitliktir
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5.2.3 Dual Teoremi
Primal ve dualin en iyi amag fonksiyon degerleri esittir (eger sorunlar i¢in en iyi ¢ézum
varsa).
Zayif dualiteye gore; dual igin herhangi bir olurlu ¢6zUmun w-degeri en az primal igin
herhangi bir olurlu ¢6zimun z-degeri kadar olabilir > z < w.
* Dual i¢in herhangi bir olurlu ¢6zim primal amag fonksiyon degeri i¢in sinir
olarak kullanilabilir.
* Primal sinirli degilse (unbounded) dual olurlu degildir (infeasible)
* Dual sinirli degilse primal olurlu degildir.
* Primal enbuyukleme sorunu ise en iyi tablonun sifirinci satirindan en iyi
dual ¢ézim nasil okunur?
‘yi dual degiskeninin en iyi degeri’
= ‘en iyi Ro’da s;/'nin katsayisr’ (kisiti < ise)
= —‘en iyi Ro’da e;/nin katsayisr’ (kisit i = ise)
= ‘en iyi Ro'da a/nin katsayisi’ — M (kisit i = ise)
* Primal enkigukleme sorunu ise en iyi tablonun sifirinci satirindan en iyi
dual ¢ézim nasil okunur?

‘xi dual degiskeninin en iyi degeri’

= ‘en iyi Ro’da s;/'nin katsayisr’ (kisit i < ise)
= —‘en iyi Ro'da e;/nin katsayisr’ (kisit i = ise)
= ‘en iyi Ro'da a;/'nin katsayisi’ + M (kisit i = ise)

5.2.4 Ekonomik Yorum

Primal normal enbuyukleme sorunu oldugunda, dual degiskenler karar vericiye
saglanabilecek kaynaklarin degeri ile ilgili olur. Bu yuzden dual degiskenlerden gogu
kez kaynak goélge fiyatlari olarak soz edilir.

Ornek

PRIMAL

X1, X2, X3 Uretilen sira, masa ve sandalye sayisini gostersin. Haftalik kar $z iken DP
modeli:

maks z = 60x1+30x5+20x3

8x1+ bxo+ x3< 48 (Tahta kisitr)

4x1+ 2x2+1.5x3 < 20 (Cilalama kisitr)

2x1+1.5x+0.5x3 < 8 (Marangozluk kisiti)

X1,X2,X3 =0
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DUAL
Farzedelim ki bir girisimci Dakota'nin tum kaynaklarini (hammadde) satin almak istiyor.
Dual sorunda yi, y2 ys sirasiyla bir m? tahta, bir saat cilalama isciligi ve bir saat
marangozluk i¢in 0denmesi gereken Ucreti gosterir.
$w de kaynak satin alma toplam maliyetini gosterir.
Kaynak Ucretleri Dakota'yr satisa tesvik edecek kadar yuksek; girigsimciyi
vazgegirmeyecek kadar az olmalidir. Bu durumda da toplam satin alma maliyeti toplam
kar kadar olur.

min w = 48y1+ 20y,+ 8y;

8y1+ 4y, + 2y3 =260 (SiraKkisitr)

6y1+ 2y, +1.5y3 =230 (Masa kisitr)

y1 + 1.5y, + 0.5y3 =2 20 (Sandalye kisiti)

y1.y2,y3 =2 0

5.3 DUALITE VE DUYARLILIK

Sinifta islenecektir.

5.4 TUMLER GEVSEKLIK TEOREMi

Primal ve Dual ¢ozumleri birbiriyle iligkilendiren bir teoremdir. Bu teorem ile en iyi
¢ozumde primal modeldeki kisitlar ile dual modeldeki degiskenlerin ve primal
modeldeki degiskenler ile dual modeldeki kisitlarin iligkileri ortaya konmaktadir.

Karar degigkenleri x4, Xo,..., X, olan m tane < kisiti ve bu kisitlarla ilgili s4, So,..., Sm
gevsek degigkenlerini igeren bir normal en buyukleme probleminin (PRIMAL) duali
karar degiskenleri y1, y,..., Ym; n tane = kisiti ve bu kisitlarla ilgili e4, ey,..., e, fazlalik

degiskenlerini igeren bir normal en kagukleme problemi (DUAL) olacaktir.

Bu problemler igin x = [x4, X2, ... X,] bir primal olurlu ¢6zim; y = [y4, Y2, ... Ym] iS€ bir
dual olurlu ¢6zim olsun. x ve y en iyi ¢ozum olabilmeleri i¢in yalniz ve yalniz agagidaki
kosullar saglanmalidir:

s;y,=0(=1.2,...m)
ex=0(=12,..,n)
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Diger bir deyisle, en iyi gozumde, bir modeldeki degisken (y; veya x;) pozitif ise diger
modelde bu degiskenle iligkili kisit aktiftir (s; veya e; = 0). Bir modeldeki kisit aktif degil
ise (sj veya e; > 0) diger modelde bu kisitla iligkili degisken (y; veya x;) O degerini alir.

Tamler gevseklik teoreminden faydalanarak dual modelinin ¢6ziminden primal
modelin ¢ozumune veya primal modelin ¢6zumunden dual modelin ¢ézimune

ulagilabilir. Bu 6zellik agagidaki ornek ile gosterilmistir.
Ornek:
Asagidaki verilen DP modelini goz onune aliniz.

min z = 3x1 +2x2 + 4X3
Oyle ki; 2xy+ x2 +3x3 =60
3x4 +3x2 + 5x3 = 120
X1+ X2 - 3x3 < 150
X1, X2, X3 = 0

bu DP modelinin en iyi ¢ozimu Z= 90, x4 = 0, x2 = 15, x3 = 15 olarak verilsin. Buna
gore dual modelin ¢ozumunu, primal model i¢in golge fiyatlari ve indirgenmis

maliyetleri bulunuz.

Primal modelin standart bicimi:

min z = 3xq +2x5 + 4x3

Oyle ki; 2xy + x2 + 3X3 =60
3x1 +3Xx2 + 5x3 — €5 =120
X1+ X2 - 3X3 +s3= 150

tum degiskenler = 0
Dual modelin standart bicimi:

Maks w =60 y1 + 120 y» + 150 y3

Oyleki; 2y1+3y2+ y3+ d =3
yi+3y+ys +ado =2
3y1+5y2-3 y3 +ds =4

yiurs, yo = 0, Y3 = 0, d1, dz, d3 = 0.
Dual modeldeki y1, y2, y3 primal modelin golge fiyatlarini; di, d», ds ise primal modelin

indirgenmis maliyetlerini verecektir.
Tumler gevseklik teoremine gore en iyi ¢cozumde agagidaki kosullar saglanmalidir:

X1*d1=0; Xz*d2=0; X3*d3=0
Yo er=0;y3"s3=0

z2=90, x4 =0, x2 =15, x3 = 15 olduguna gore e, = 0 ve s3 = 180°dir.
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Kosullarin saglanmasi i¢in d> = 0, d3 = 0; y3 = 0 olmalidir. Bunlar dual modelde yerine
kondugunda ug bilinmeyenli G¢ denklem elde edilir:

2y1+3y2+d1=3
y1+3y2 =2
3y1+5y2 =4

Buradan y1 = 1/2; y, = 1/2; di = 1/2 olarak hesaplanir.

Rapor: Dual DP modelinin ¢ozumua: w=0; y1 = 1/2; y, = 1/2; y3 = 0; d1 = 1/2; d» = 0; d3
= 0. Buna gore primal model igin; birinci ve ikinci kisitlarin golge fiyatlari -1/2; Gguncu
kisitin golge fiyati 0’dir. ikinci ve Uglinci karar degiskenlerinin indirgenmis maliyetleri
O’dir. Birinci karar degiskenin indirgenmig maliyeti 1/2'ye esittir.

5.5 DUAL SIMPLEKS YONTEMI

5.5.1 Dual simpleks’in u¢ farkh kullanimi

* DP’ye bir kisit eklenmesi durumunda yeni en iyi ¢ozUmu bulma,

* DP’deki kisitlardan birinin ST degerinin degistiriimesi durumunda yeni en iyi
¢6zUmu bulma,

* Normal enkugukleme sorunu ¢ézme.

5.5.2 Adimlar

1. En negatif ST segilir,

2. Bu pivot satirin temel degiskeni gozimden ¢ikar,

3. Pivot satirdaki negatif katsayili degiskenler igin oranlar hesaplanir (sifirinci
satirdaki katsay!i / pivot satirdaki katsayi),

4. Mutlak degerce en kuguk oranl degisken ¢bzume girer.

* Pivot satirdaki her degisken negatif olmayan katsayilara sahipse, DP’nin olurlu

¢Ozumu yoktur.

Ornek:
z X1 Xo S4q Ss S3 ST D
1 0 0 1,25 0,75 0 41,25 z
0 0 1 2,25 -0,25 0 2,25 Xo
0 1 0 -1,25 0,25 0 3,75 X4
0 0 0 -0,75 -0,25 1 -0,75 S3

s3 negatif ST degerine sahip oldugu igin ¢ézumden ¢ikar.
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Pivot satirdaki negatif katsayili degiskenler i¢cin hesaplanan mutlak degerce en kuguk

orani olan degigken s; oldugu icin (| 1,25 /-0,75| ve | 0,75/-0,25|) s4 gdziime girer.

Satir iglemleri yapilir.

z X4 Xo S4 So S3 ST D
1 0 0 0 0,333 1,667 40 z
0 0 1 0 -1 3 0 Xo
0 1 0 0 0,667 -1,667 5 X4
0 0 0 1 0,333 -1,333 1 S1

Eniyi ¢0zum: z=40, x1=5,x =0

5.5.3 Bir Kisit Ekleme

Ek ornek 1
Dakota sorununda pazarlama faaliyetleri agisindan en az 1 masa uUretmek zorunlu

olsun.

Yanit
X2 2 1 eklenir.
Mevcut en iyi cozum (z = 280, x1 = 2, x2 = 0, x3 = 8) yeni kisiti saglamadigi igin artik
olurlu degildir.
Yeni en iyi ¢ozUmU bulmak i¢in en iyi tabloya yeni bir satir eklenir:
Xo—es5=1

es 1 TD olarak kullanabilmek i¢in bu denklemi -1 ile garpilir:

— X2+ e5=—1

Yeni tablo:
z X4 Xy X3 S1 S5 S3 S4 es |RHS BV
1 0 5 0 0 10 10 0 0 | 280 z=280
0 0 -2 0 1 2 -8 0 0 24 s,=24
0 0 -2 1 0 2 -4 0 0 8 x3=8
0 1 125 O 0 -05 15 0 0 2 x=2
0 0 1 0 0 0 0 1 0 5 §,=5
0 0 -1 0 0 0 0 0 1 -1 eg=-1

es cozumden ¢ikar ve x2 gozUme girer.
En iyi cozum:
Z=275, Y =26,X3= 10,X1 =3/4, S4=4,X2=1
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Ek ornek 2

X1 + X2 2 12 kisitininin eklendigini varsayilsin.

Yanit
Mevcut en iyi cozum (z = 280, x1 = 2, x2 = 0, x3 = 8) yeni kisiti saglamadigi igin artik
olurlu degildir.
Yeni en iyi ¢ozUmU bulmak i¢in en iyi tabloya yeni bir satir eklenir:
X1+ Xo2—€e5=12
es 1 TD olarak kullanabilmek i¢in bu denklemi -1 ile garpilir:

—X1—Xo+e5=-12

Yeni tablo:

z X4 Xo X3 S1 S5 S3 S4 €5 ST D
1 0 5 0 0 10 10 0 0 280 z

0 0 -2 0 1 2 -8 0 0 24 S1

0 0 -2 1 0 2 -4 0 0 8 X3
0 1 125 0 0O -05 15 0 0 2

0 0 1 0 0 0 0 1 0 5 S4
0 -1 -1 0 0 0 0 0 1 -12 es

x1'i TD olarak kullanabilmek i¢in satir igslemi yapilir:

z X4 Xo X3 S1 S, S3 S4 €5 ST D
1 0 5 0 0 10 10 0 0 280 z
0 0 -2 0 1 2 -8 0 0 24 S1
0 0 -2 1 0 2 -4 0 0 8 X3
0 1 125 O 0 -05 15 0 0 2 X4
0 0 1 0 0 0 0 1 0 S4
0 0 025 O 0O 05 15 0 1 -10 es
iterasyonlar:

z X4 Xs X3 S1 Ss S3 S4 €5 ST D
1 0 10 0 0 0 40 0 20 80 z
0 0 -1 0 1 0 -2 0 4 -16 S1
0 0 -1 1 0 0 2 0 4 -32 X3
0 1 1 0 0 0 0 0 -1 12 X4
0 0 1 0 0 0 0 1 0 5 S4
0 0 -05 0 0 1 -3 0 -2 20 S,
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z X4 Xo X3 S1 Ss S3 S4 €5 ST D
1 0 0 10 0 0 60 0 60 |-240 z
0 0 0 -1 1 0 -4 0 0 16 S1
0 0 1 -1 0 0 -2 0 -4 32 Xo
0 1 0 1 0 0 2 0 3 -20 X4
0 0 0 1 0 0 2 1 4 =27 Sy
0 0 0 -0,5 0 1 -4 0 -4 36 S,
Pivot satirdaki her degisken negatif olmayan katsayilara sahip:
DP’nin olurlu ¢c6zUmu yoktur.
5.5.4 Normal enkuglikleme sorunu ¢ozme
Ek ornek 3
Asagidaki DP’yi ¢ozunuz:
min z = x1 + 2x2
Oyleki x1—2x2+x324
2x1+ Xp—Xx326
X1, X2, X320
Yanit
z X4 Xo X3 e €5 ST TD
1 -1 -2 0 0 0 0 z
0 -1 2 -1 1 0 -4 e
0 -2 -1 1 0 1 -6 e
z X4 Xo X3 €4 €s ST TD
1 0 -1,5 -0,5 0 -0,5 3 z
0 0 2,5 -1,5 1 -0,5 -1 e
0 1 0,5 -0,5 0 -0,5 3 X1
z X4 Xo X3 e e, ST TD
1 0 -2,333 0 -0,333 -0,333| 3,333 z
0 0 -1,667 1 -0,667 0,333 | 0,667 X3
0 1 -0,333 0 -0,333 -0,333| 3,333 X1

Eniyi cozum: z=10/3, x4 = 10/3, x2 =0, x3 = 2/3
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6. DP’DE iLERi KONULAR

6.1 DUZELTILMi$ SIMPLEKS YONTEMI

Klasik simpleks yontemi bilgisayarlar igin en etkin yontem degildir. Cunku mevcut
adimda veya sonraki adimlarda gerekli olmayan veriler hesaplanir ve depolanir.
Duzeltiimis simpleks, Simpleks yontemi adimlarinin daha az hesaplama ile
uygulanmasini saglayan sistematik bir prosediirdiir. Ozellikle bilgisayar programlarinin
daha az veri saklamasini saglar.
Simpleks yontemde her bir iterasyonda gerekli olan bilgiler gsunlardir:

* Temel olmayan degigkenlerin Satir 0 (R0)'daki katsayilari,

* (Cozume girecek degiskenin diger denklemlerdeki katsayilari,

» Sag taraf degerleri.
Simpleks yonteminde tUum tablodaki degerler hesaplanirken duzeltiimis simpleks
yonteminde sadece yukarida verilen bilgiler hesaplanarak etkin bir algoritma

olusturulur.

6.1.1 Simpleks yonteminin matris formunda gosterimi

Degisken sayisi=n, kisit sayisi=m olmak uzere,

Maks Z = ex

Oyle ki; Ax=b , x = 0.

Burada x karar degigkenleri vektoru, ¢ amag fonksiyonu katsayilari vektoru, A teknoloji
katsayilari matrisi, b sag taraf degerleridir.

Ornegin asa@ida verilen Dakota Mobilya DP’si igin;

maks z = 60x4+30x>+20x5

Ooyle ki  8x1+ 6xo+ x3 <48
4dx4+ 2x2+1.5x3 < 20
2x1+1.5x+ 5x3 < 8

X2 <5
X1,X2,X3 = 0
X 8 6 1 48
: 4 2 15 20
X = ;z ,c=[60, 30,20], A = 2 15 05 , b= 3 olur.
; 01 0 5
Notasyon tablosu
c 1 x n satir vektorl, amag fonksiyonu katsayilari
X n x 1 sutun vektoru, karar degiskenleri
A m x n_matrisi; teknoloji katsayilari
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b sag taraf degerleri vektoru

BV temel degiskenler kimesi (BV'nin ilk element ilk kisittaki temel degigken,
BV'nin ikinci elemeni ikinci kisittaki temel degigken, ....,

BV, Jinci kisittaki temel degisken

NBV temel olmayan degigkenlerin kimesi

a orijinal problemde kisitlarin x; sutunu

B m x m matrisi; jinci sutunu orijinal kisitlarda BV; igin olan sutunlardan olugur
N m x (n - m) matrisi; sutunlar orijinal kisitlarda temel olmayan degiskenler
igin olan sutunlardan olusur

Ci amagc fonksiyonunda x; nin katsayilari

Cg 1 x m satir vektoru; finci elemani BV;/nin amag fonksiyonu katsayisi

CN 1 x (n-m) satir vektord; jinci elemani NBV'nin jinci elemanina karsilik gelen
amag fonksiyonu katsayisi

XB m x 1 sutun vektoru, temel degiskenler

XN n-m x 1 sutun vektoru, temel disi1 degiskenler

Simpleks yontemde herhangi bir temel olurlu ¢ézum icerdigi temel degiskenler ile ifade

edilebilir. Bunun icin BV temel degigkenler kimesinin tanimlanmasi gerekir.

Herhangi bir BV igin A, x ve ¢ temel ve temel digI degiskenlere kargi gelen sutunlara

gore iki kisma ayrilirsa;

A =[B, N]
X = [Xg, XN]
c = [cg, CN]

elde edilir. Bunlara gore ilgilenilen DP asagidaki gibi duzenlenebilir:
Maks Z = cgxp + cyXy
Oyle ki; Bxg +Nxyg = b
Xy, Xnsy = 0
buradaki sembollerin tanimlari notasyon tablosunda verilmigtir.

Bu modelde B matrisi dogrusal bagimsiz vektorlerden olustugu igin tersi alinabilirdir.
Temel degiskenlerin ilgili temel olurlu ¢ézimdeki degerlerini bulabilmek i¢in kisitlarin

her iki tarafi B ile carpilir:
B !Bx; + B"'Nxy =B™'b
XB + B_lNXN = B_lb

Burada BN temel disi degdiskenlerin simpleks tablosundaki katsayilarini, B~1b ise

sag taraf deg@erlerini verir.
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Simpleks tablosundaki sifirinci satiri bulabilmek i¢in Z = cgx + cyxy denkleminde xg
yerine B™'b — B~ !Nxy yazilirsa;
Z = CB(B_lb - B_lNXN) + CNXN
Z + (CBB_lN - CN)XN = CBB_lb
Burada (cgB~IN — cy) temel disi degiskenlerin sifirinci satirdaki katsayilari, cgB~b
ise sifirinci satirin sag taraf degeridir. Bir temel digi degiskenin sifirinci satirdaki

katsayisi indirgenmis maliyet olarak adlandirlir ve z; — ¢; = cgyB™'a; — ¢; seklinde

ifade edilebilir.

Verilen formulere gore herhangi bir temel olurlu ¢ozimdeki BV igin simpleks tablosu

asagidaki gibi oturusturulabilir.

z Xp Xy ST
V4 1 0 CBB_lN - CN CBB_lb Satll' O (RO)
Xp 0 I B~IN B~'b | Satir 1—m (R-Rp)

Bu tablo Gzerinden en iyilik kosulu (maks problemi igin) czgB N — ¢y = 0’'dir. Eger
herhangi bir j temel disi degiskeni igin z; — ¢; = cgyB™'a; — ¢; < 0 ise mevcut tablo en
iyi degildir. Hangi temel digi degiskenin temel; hangi temel degiskenin temel disi
olacagina karar verilerek sonraki iterasyona gegilir.

Yukarida verilen tabloda ¢6zime girmeyecek olan temel disi degiskenler igin
hesaplanan B~!N degerleri simpleks yontemde kullaniimaz. Kullanilmayacak verilerin
hesaplanmasi ve depolanmasi buyuk problemlerde etkinligi dusurmektedir. Bu yuzden

asagida adimlari verilen duzeltiimis simpleks yontemi gelistirilmigtir.

6.1.2 Diizeltilmis Simpleks Yontemi Adimlari

(Maks problemi igin)

Adim 0: B in okunacag siitunlarin belirlenmesi. Baslangigta, B" = 1.

Adim 1: Mevcut tablo icin w = cgB~1 hesaplanir, (w simpleks ¢arpani veya dual/ golge
fiyat olarak adlandirilir)

Adim 2: Tim temel olmayan degiskenler icin R0’daki katsayilari (z; — ¢; = cgyB™'a; —
¢; = wa; — ¢;) hesaplanir.

* Tum katsayilar negatif olmayan degerler almis ise, mevcut ¢ézum en iyidir.
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* Mevcut ¢6zUm en iyi degdil ise en negatif katsayili degisken ¢ézume girecek
degisken olarak belirlenir. Bu degigkene xx denir.

Adim 3: xx ‘nin hangi satirdan temel degigken olarak girecegini belirlemek igin,

* Xx’'nin mevcut tablodaki sttunu hesaplanir (y; = B *a; )

» Mevcut tablonun sag taraf degeri hesaplanir (b = B~'b)

* Oran testi ile hangi degiskenin temel digi olacagi belirlenir.

*Yeni BV kimesi bulunmus olur.
Adim 4: Mevcut tablodaki xx nin temele girmesi i¢in gerekli ERO’lar belirlenir. Bu
ERO’lar mevcut B™e uygulanirsa yeni B elde edilir. Adim 1’e déndilir.

Duzeltilmis simplekste kullanilan formuller

Formiil Aciklama

y; = B 'a; BV tablosundaki x; sttinu

w = cgB! Simpleks garpanlari — golge fiyat

zj— ¢ = cBB‘laj —¢j x; nin RO’daki katsayilari — indirgenmis maliyet
= Wa; — ¢;

b=B"'b BV tablosundaki kisit sag taraf degerleri — temel

degigken degerleri
Z = cgB™'b = cgb = wb | BV tablosunda R0’daki sag taraf degeri - Amag
fonksiyonu degeri

Ornek 1. Asagidaki DP’yi diizeltilmis simpleks ile ¢éziiniiz.

Maks Z = x1 + 2Xo — X3 + X4 + 4X5 — 2Xp
Oyleki; X1 + X2+ Xz +X4+X5+ Xs<6
2X1 — X9 — 2X3 *+ X4 <4
X3+ X4+ 2Xs5+Xe <4

Tum degiskenler = 0

Oncelikle problem standart bigime déntstirGlir:

Maks Z = x4 + 2Xo — X3 + X4 + 4X5 — 2X¢g

Oyle ki; x1 + X2+ Xz +Xs+Xs+ Xp+ S =6
2X1 — Xp — 2X3 + X4 +s =4
X3 + X4 + 2X5 + Xp +S3=4

Tum degigkenler = 0

Baslangigta gevsek degiskenler temel degiskendir. BV = {s4, s2, S3}

100
Ad/mO:B=[a7,a8,ag]=I,B'1=B=I=[0 1 o]

0 0 1
1. iterasyon

Adim 1: BV ={sy, s, 83}, B" =1, ¢ = [0,0,0]
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w = cgB~1; w = [0,0,0]I = [0,0,0]

Adim 2: (z; — ¢; = cgyB™'a; — ¢; = wa; — ¢;) hesaplanir.

1 1

Z1—C = [0,0,0] 2] —-1=-1 y Zy —Cy = [0,0 0 [ 1] =-2
L0 0
[ 1 1]

Z3 _— C3 == [0,0,0] —2 - (_1) - 1 , Z4_ — C4_ == [0,0 O] 1 - 1 - _1
[ 1 (1]
1 1]

zs — cs = [0,0,0] [0 —4 = —4; Zg — e = [0,0,0] [0 — (—2) =2

|2 1.

indirgenmis maliyeti negatif olan degiskenler var, bu yiizden ¢6zim en iyi degildir. En
negatif indirgenmis maliyet degerine sahip olan xs ¢gozime girer.
Adim 3: gikan degigkenin belirlenmesi;

X5 in mevcut tablodaki sttunu: y; = B‘1a5=l[0] = [0];

Mevcut tablonun sag taraf degeri: b= B~'b =1 H = H

Oran testi: [ ] [ ]
2 *  s3coziimden ¢ikar

Yeni BV={s1, s2, X5 }

0
Adim 4: Yeni BV igin B hesaplanir. y5'i |0| haline getirmek igin gerekli ERO’lar B'ye
1
uygulanir. [0 > H icin R3’ = R3/2; R1"=R1-R3; R2’ = R2.
1 0 0 1 0 -1/2
Bu islemler B! = [0 1 Ol’e uygulanirsayeni B~ =0 1 0 ] olarak bulunur.
0 0 1 0 0 1/2
2. iterasyon
1 0 —-1/2
Adim 1: BV={sy, sz, x5}, B™ = [0 1 0 ] cg = [0,0,4]
00 1/2
1 0 —-1/2
w=cgB™1; w=[004] [o 1 0 ]= [0,0,2]
0 0 1/2
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Adim 2: (z; — ¢; = cgyB™'a; — ¢; = wa; — ¢;) hesaplanir.

1

2, — ¢, = [0,0,2] 2] —1=-1; 2z, — ¢, = [0,0,2] [—1] —2=-
10
[ 1

3 —c3 =[0,0,2] —2]—(—1)=3; Z4—C4=[0,0,2][1]—1=1

| 1
[1

Zg — e = [0,0,2] 0] —(=2) =4, Zg — C9 = [0,0,2] [0] —-0=2;
[1

indirgenmis maliyeti negatif olan degiskenler var, bu yiizden ¢6zim en iyi degildir. En
negatif indirgenmis maliyet degerine sahip olan x> ¢ozime girer.
Adim 3: Cikan degiskenin belirlenmesi;

1 0 —1/2 1
X2 nin mevcut tablodaki sutunu: y, = B‘1a2=[0 1 ] [ = —1];
0 0 1/2

i 1 0 —1/2 4
Mevcut tablonun sag taraf degeri: b = B™'b = [ ” = 4]
0 0 1/2

4 * 5, ¢coziimden ¢ikar
Oran testi:

Yeni BV= {xz, Sy, x5}

1
Adim 4: Yeni BV icin B™ hesaplanir. y,’yi [0 haline getirmek icin gerekli ERO’lar B’ye
0
1 1
uygulanir. [—1 > [O icin R1"=R1; R2’=R2 + R1’; R3’ = R3.
0 0.
1 0 —-1/2 1 0 —-1/2
Bu igslemler B! =(0 1 0 |'e uygulanirsa yeni B~ = [1 1 —1/2] olarak
00 1/2 0 0 1/2
bulunur.
3. iterasyon
1 0 —-1/2
Adim 1: BV={x2, S2, X5 }, B! = [1 1 —1/2], cg = [2,0,4],
0 0 1/2
1 0 —1/2
w=cgB!;w=[204] [1 1 —1/2] =[2,0,1]
0 0 1/2
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Adim 2: (z; — ¢; = cgyB™'a; — ¢; = wa; — ¢;) hesaplanir.

_1_ - 1
0] [ 1
_1_ —1

Z4_ - C4_ = [2,0,1] 1 - 1 = 2, Z6 - C6 = [2;051] 0 - (_2) = 5’
[1] 11

1 0
Z7 — Cy; = [2,0,1] [0] —-0=2 ; Zg — Cqg = [2,0,1] [O] —-0=1 ;
0 1

indirgenmis maliyeti negatif olan degisken yok, bu yiizden ¢éziim en iyidir.

Temel degiskenlerin degeri x; = b = B~1b formUill ile hesaplanirsa;

X1 1 0 —1/21161 T[4
Sz |= [1 1 —1/2] [4] = [8] olarak bulunur. Temel digI degiskenlerin degeri O’dir.
xs] lo o 172114l 2

Amag fonksiyon degeri Z = cgB™1b = cgyb = wb formiliine gore;

6
Z=wb =12,0,1] [4] = 16 olur.
4

6.1.3 Diizeltilmis Simpleks Yontemi Tablo Gosterimi

Duzeltilmis simpleks yontemi ile elle ¢dzmek igin tablo gosteriminden faydalanilabilir.
Bunun igin tabloda simpleks yonteminden farkl olarak sag taraf degerleri, simpleks
carpanlari w ve temel matrisin tersi degerleri saklanir. Gerekli oldugunda ¢6zime
girecek degiskenin katsayilari tabloya ek olarak ilave edilir.

Baslatma adimi

B~! ile bir temel olurlu ¢dzim bul. w = czB~', b = B~'b hesaplayarak asagidaki

duzeltilmis simpleks tablosunu olustur:

Temel tersi ST
w czb
B! b

Ana adim
Her temel digi degisken igin z; — ¢; = wa; — ¢; hesapla.

Zy — Cp = I}”lel]n{zj — ¢j} belirle. Eger z;, — ¢, > 0 ise dur! Mevcut ¢6ziim en iyi ¢éz{imd(r.
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Degil ise y, = B~'a, hesapla. Eger y,, < 0 ise en iyi ¢cozim sinirsizdir. Eger y, < 0 ise

[z"y;c"] sitununu tablonun sagina ekle.
k

Temel tersi ST X,
w czb Zg — C
B! b Vi

T . . b . b,
rindisini standart oran testi ile belirle: — = min {—‘:yik > 0}
Yrk 1<ism Wik

yr'ya gore pivot islemler yaparak tabloyu guncelle, ana adimi tekrar et.
Ornek 2. Asagidaki DP’yi diizeltilmis simpleks ile ¢éziiniiz.

maks z = 60x4+30x>+20x5
Oyle ki; 8x1+ 6x2+ x3<48
4x4 + 2xo+ 1,5x3<20
2X1 +1,5x,+ 0,5x3< 8
X1, X2, X320

Oncelikle problem standart bigime déntstirGlir:

maks z = 60x1+30x,+20x3

Oyle ki; 8x1+ 6x2+ X3 + 8y =48
4x4 + 2Xo+ 1,5X3 +s, =20
2x1 + 1,5x+ 0,5%3 +s3 =8

Tum degigkenler = 0
Baslatma adimi

Baslangicta gevsek degiskenler temel degiskendir. BV = {s4, s2, S3},

1 0 0
B’ =B=I=[0 1 O]; w=czB1=1[0,0,0]1=10,0,0]
0 0 1
48 48 48
b=B'b=1 20] = [20] czb =1[0,0,0] [20] =0
8 8 8
Duzeltilmig simpleks tablosunu olustur:
Temel Tersi ST
z 0 0 0 0
S1 1 0 0 48
S2 0 1 0 20
S3 0 0 1 8

Ana adim — 1. iterasyon

Her temel digi degisken igin z; — ¢; = wa; — ¢; hesapla.

8
Zl_cl =Wal—C1 = [0,0,0] [4]_602_60
2
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Z3_C3:W33_C3 =
Z; — €, = minyz; —
<~ = mpipts

en iyi degildir.

X1 ¢OzUme girer; k=1.y,

z
S1
S2
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6
Z,—c, =wa, — ¢, =[0,0,0]| 2 | -30=-30
[1.5.
1
[0,0,0][1.5] —20 = —-20
[0.5.
=B la, =1|4|=
Temel Tersi
0 0 0
1 0 0 48
0 1 0 20
0 0 1 8

S3

X1

-60

¢;} = min{—60,—30,—-20} = —60 < 0 ; mevcut temel olurlu ¢dziim

[LC"] sitununu tablonun sagina ekle.

Oran

8

48/8 =6

4

20/4=5

2

8/2=4**

Oran testiile gcikan degisken sz olarak belirlenir. Yeni tabloyu elde etmek igin duzeltilmig

simpleks tablosuna eklenen sutuna gore pivot igslem yapilir 4

R3 =R3/2; R2’=R2-4R3, R1T =R1-
Temel Tersi ST
z 0 0 30 240
St 1 0 -4 16
So 0 1 -2 4
X1 0 0 0.5 4

Ana adim — 2. iterasyon

Her temel digi degisken igin

simpleks tablosu R0O’dan al!

Zy —C =
Z3 —C3 =
Zg — Ce =

Zy — € = minz; —
nin{z;

x3 gozlime girecek; k= 3. y; =B la; = [ ]
0 0 05

wa, — ¢, = [O, O, 30]

Wag - C3 = [0, 0, 30]

Wa6 - C6 = [O, O, 30]

tablonun sagina ekle.

Zj

2

1.5
[0

11

6

[1.5]
0

10.5]

—¢j =wa; —¢; hesapla. w vektorinu dizeltiimis

]

—-30=15

0]—0=30

—20=-5

—60
8

2

RO’ = RO + 60R3’

el

¢;} = min{15,-5,30} = —5 < 0 ; mevcut ¢6ziim en iyi degildir.

] sttununu
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Temel Tersi ST
z 0 0 30 240
S1 1 0 -4 16
Sz 0 1 -2 4
X1 0 0 0.5 4

0.25

Oran

4/0.5=8**

4/0.25=16

Oran testiile gcikan degisken s; olarak belirlenir. Yeni tabloyu elde etmek igin duzeltilmig

simpleks tablosuna eklenen sutuna gore pivot iglem yapilir [ 0.5

R2' =R2/0.5; R1 = R1 + R2,
Temel Tersi ST
z 0 10 10 280
St 1 2 -8 24
X3 0 2 -4 8
X1 0 -0.5 1.5 2

Ana adim — 3. iterasyon

Her temel digi degisken igin

simpleks tablosu R0O’dan al!

Zy; —C; = Wa; —C, = [O, 10, 10]
Zg — Cg = Wdg — Cg = [0, 10, 10]

Zg — Cg = Wa6 - C6 = [O, 10, 10]

J ]

[ 6
21—-30=5

1.5

0
1|—0=10
0]

0
0]—0=10
1

-5 0
-1 (1)‘
0.25 0

R3'=R3-0.25R2’, R0’ = RO + 5R2’

zj — ¢; = wa; — ¢; hesapla. w vektorind duzeltilmig

Zp—C = mei]n{zj - c]-} = min{S; iO, 10} = 5 = 0 ; mevcut temel olurlu ¢6zim en iyidir.
j

Degiskenlerin ¢ozumdeki degerleri tablodan gorulebilir:

x1=2,x2=0, x3=8, z=280.

6.2 SIMPLEKS KULLANARAK DUYARLILIK

Simpleks kullanarak yapilabilecek duyarlilik analizleri Dakota mobilya 6rneginde

incelenecektir. Dakota mobilya probleminde x1, x», x3 sirasiyla Uretilen sira, masa ve

sandalye miktari olarak tanimlanmistir.

Kari enblUyuklemek icin kurulan DP:

maks z =
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4x1 + 2x2 +1.5x3 + Sy

2xy +1.5x2 + 5x3 + S3

20 Montaj
8 Marangozluk

Bu problemin en iyi ¢c6zumu (Simpleks tablosu):

z +5x; +10s; +10s3 =280
-2X3 +S1 +28; -8s3 = 24
-2X2  +X3 +28; -453 = 8

+x1 +1.25x2 -.5s; +1.5s3 =

En iyi gdziimde BV: {s1, X3, X1} , NBV:{X2,52,53}, w = cgB"'=[0,10,10] ve

1 2 -8
Bl = [0 2 —4] .

0 =05 15

Analiz 1: Temel disi degiskenin amag¢ fonksiyonu katsayisinin degismesi

x; temel digl degiskenin amag fonksiyonu katsayisi ¢ olursa; bu degiskenin en iyi
tablodaki indirgenmis maliyeti [z; — ¢; = cBB'1aj - ¢ ] kontrol edilir.

Eger z; — ¢; = 0 ise (Maks problemi i¢in) mevcut temel en iyi kalir ve mevcut ¢6zim
degismez.

Eger z; — ¢; < 0 ise (Maks problemi i¢in) mevcut temel en iyi degildir, x; gozime girer
ve oran testi ile hangi degiskenin ¢ozimden gikacagi belirlenerek yeni ¢o6zum simpleks
yontem ile elde edilir.

x; temel dig1 degigkenin amag fonksiyonu katsayisi icin mevcut temel ¢ozimun en iyi
kalacagi araligi bulunmak igin; ¢; = ¢; +dkabul edilerek d'nin z; —¢; =0 (Maks
problemi igin) esitsizligini saglayan degerleri bulunur.

Ornek 1. Dakota Mobilya problemi igin x2’nin amag fonksiyonu katsayisi hangi

araliklarda degisirse mevcut temel ¢ozum en iyi kalir?

6
c2 =30+0 = z,—c, =[0,10,10][ 2
1,5

5-6=0 = <5

~(30+3) =0

veya c¢’» < 35 iken mevcut temel degismez.
Ornek 2. Dakota Mobilya probleminde masanin satis fiyati 40 birim olursa yeni ¢éziim

ne olur?
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Masanin satis fiyati x,’nin amag fonksiyonu katsayisidir. 40 olursa Ornek 1’den
6

gorulebilecedi gibi mevcut temel en iyi degildir. z, — c, :[0,10,10][ 2 ] - (40) = -5
1,5

olarak hesaplanir ve x, ¢ozime girer. Oran testi ile x¢'in ¢dzimden ¢ikacagi belirlenir

ve simpleks ile yeni ¢ozum bulunur (lutfen kendiniz bulunuz).

Analiz 2. Temel degiskenin amag fonksiyonu katsayisinin degismesi

xx temel degiskenin amag fonksiyonu katsayisi ¢’c olursa; tum temel digi degiskenlerin
indirgenmig maliyetleri [z; — ¢; = cBB'1aj - ¢; ] kontrol edilir.

Eger tim temel disI degiskenler igin z; — ¢; = 0 ise (Maks problemi i¢in) mevcut temel
en iyi kalir. Mevcut ¢dziimdeki amag fonksiyonu degeri degisir ve Z = cgB~'b = cgb
formuld ile hesaplanir.

Eger en az bir temel disi degisken igin z; —¢; < 0 ise (Maks problemi i¢in) mevcut
temel en iyi degildir, en negatif katsayili x; gozume girer ve oran testi ile hangi
degiskenin ¢ozumden ¢ikacagi belirlenerek yeni ¢ozum simpleks yontem ile elde edilir.
xx temel degigkenin amag fonksiyonu katsayisi icin temel ¢6zUmun en iyi kalmasini
saglayacak araligi bulunmak igin; ¢’ = ¢, +8 kabul edilerek &'nin tim temel digi
degiskenler igin z; —c¢; =0 (Maks problemi igin) esitsizligini saglayan degerleri
bulunur.

Ornek 3. Dakota Mobilya probleminde siranin satis fiyati (x1in amag fonksiyonu
katsayisi) hangi araliklarda degisirse mevcut temel ¢ozum en iyi kalir?

c’s =60 +d

1 2 -8]|[6
z, —c; =[0,20,60 + 61|02 —4”2]—30 >0 = 5+1.250 =0 = d8=-4
0 —-05 1,5/[1,5
1 2 —8][0]
zs—cs =[0,20,60+6]|0 2 —4|[1]-0=0 = 10-055 =0 = 6=<20
0 -05 1,5/l0
1 2 —8][0]
zg—ce = [0,20,60 +8]|0 2 —4||l0]-0=0 = 10+155 =0 = ©6=-20/3
0 -05 1,5/01]

Sonug olarak -4 < 8 < 20 ; veya 56 =< ¢’y < 80 ise mevcut temel en iyi kalir.
Ornek 4. Dakota Mobilya probleminde siranin satig fiyati (x1'in amag fonksiyonu

katsayisi) 50 olursa ¢6zum ne olur?
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Ornek 3'te hesaplandidi gibi eder x¢'in amag fonksiyonu katsayisi 50 olursa mevcut

temel en iyi degildir. Yeni ¢ozUmu bulabilmek igin duzeltiimis simpleks tablosu

olusturulur:
Temel Tersi ST
z 0 15 -5 260
St 1 2 -8 24
X3 0 2 -4 8
X1 0 -0.5 1.5 2

Temel digi degiskenler icin indirgenmis maliyetler hesaplanir:
Zy — Cy = _75, Zg — Cg = 15, Zg — Cg = -5

X2 ¢OzUme girer. x» sutunu tabloya eklenir:

Temel Tersi ST X2 Oran
z 0 15 -5 260 -7,5
St 1 2 -8 24 -2 -
X3 0 2 -4 8 -2 -
X1 0 -0.5 1.5 2 1.25 1.6*

X1 gozUmden ¢ikar. Yeni tablo:

Temel Tersi ST
z 0 12 4 272
S1 1 1,2 -5,6 27,2
X3 0 1,2 -1,6 11,2
X2 0 -0,4 1,2 1,6

Bu ¢6zUmun en iyiligi kontrol etmek igin temel digi degiskenlerin indirgenmis maliyetleri
hesaplanmalidir. Hesaplandiginda hepsinin pozitif oldugu gorulebilir (lutfen kendiniz
hesaplayiniz).

Sonug olarak siranin satig fiyati 50 olursa firma sira Uretmeyi birakmali onun yerine

masa Uretmelidir. Uretim miktarlari x, = 1.6; x3 = 11.2; kar ise 272 olacaktir.

Analiz 3. Kisit sag taraf degerinin degismesi

’nci kistin sag taraf degeri b’; olursa; en iyi simpleks tablosunun sag taraf degerleri
[b = B~1b] kontrol edilir.

Eger b > 0 ise mevcut temel en iyi kalir. Karar degiskenlerindeki ve amag fonksiyonu
degerindeki degisim degisir, b = B~b ve Z = cgB~'b = cgb formlilleri ile hesaplanir.
Eger b £ 0 (en az bir sa§ taraf degeri negatif) ise mevcut ¢éziim yeni durum igin olurlu

degildir. Bu durumda dual simpleks yontemi ile en iyi ¢ozum bulunur.
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rnci kistin sag taraf degeri icin temel ¢o6zUmu degistirmeyecek aralik bulunmak
istenirse; b’ = b; +8 kabul edilerek 5‘'nin b > 0 esitsizligini saglayan degerleri bulunur.
Ornek 5. Dakota Mobilya probleminde mevcut cilalama miktari (ikinci kisit sag taraf
degeri) hangi araliklarda degisirse mevcut ¢ozum en iyi kalir?

b’ =20+5

i 1 2 -8|[ 48 24 + 28 §>—12

b=B'b=|0 2 —4[|20+8/=|8+25|=0 = &>-4
o —05 15/l 8 2—0.58 §<4

Sonugolarak -4 <6<4 veya 16 =<b’> <24 icin mevcut temel en iyi kalir.
Ornek 6. Dakota Mobilya probleminde mevcut cilalama miktari (ikinci kisit sag taraf
degeri) 18 saat olursa ¢ozum ne olur?

Onerilen degisim mevcut cilalama miktari igin izin verilen aralikta oldugu igin mevcut

¢ s -

olarak (x1 = 3, x2 = 0, x3 = 4) bulunur. Yeni ama¢ fonksiyonu degen ise Z =cg

20
4 | =260 'tir.
3

Ornek 7. Dakota Mobilya probleminde mevcut cilalama miktari (ikinci kisit sag taraf

temel en iyidir. Yeni karar degiskeni degerlerib = B~1b =

[0, 20, 60]

degeri) 30 saat olursa ¢ozum ne olur?

Onerilen degisim mevcut cilalama miktari igin izin verilen aralikta degildir. Yeni ¢ozimii

bulabilmek i¢in dual simpleks yontemi kullaniimahdir. Bunun igin dncelikle simpleks

tablosu olusturulur:

z X1 X2 X3 S1 S2 S3 ST TD
1 0 ? ng la, — ¢ 0 w= cgyB’ Z = cgyB~'b z
0 0 0 S
0 0 y; = B lq; 1 B b=B"1b X3
0 1 0 X1
z X1 X2 X3 S1 S2 S3 ST TD
1 0 5 0 0 10 10 380 z
0 0 -2 0 1 2 -8 44 S
0 0 -2 1 0 2 -4 28 X3
0 1 1,25 0 0 |-05| 1,5 -3 X1
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Co6zumden x4 cikar, s, girer.

z X1 X2 X3 St Sz S3 ST D
1 20 30 0 0 0 40 320 z
0 4 3 0 1 0 -2 32 St
0 4 3 1 0 0 2 16 X3
0 -2 2,5 0 0 1 -3 6 S2

En iyi ¢gozUm bulunmustur. En iyi gozimde x4 = 0, x2 = 0, x3 = 16 ve Z = 320’dir.

Analiz 4. Yeni bir karar degiskeni eklenmesi

Probleme yeni bir x; karar degigkeni eklenirse; mevcut en iyi ¢ozUmun degigip
degismeyecegi bu karar degiskeni igin indirgenmis maliyet [z; — ¢; =cBB'1aj - G ]
hesaplanarak kontrol edilir.

Eger z; — ¢; = 0 ise (Maks problemi i¢in) mevcut temel en iyi kalir ve mevcut ¢6zim
degismez.

Eger z; — ¢; < 0 ise (Maks problemi i¢in) mevcut temel en iyi degildir, x; gozime girer

ve oran testi ile hangi degiskenin ¢ozimden gikacagi belirlenerek yeni ¢ozum simpleks

yontem ile elde edilir.

Ornek 8. Dakota Mobilya probleminde yeni bir Uriin olarak sehpa (Uretilmesi
degerlendiriimektedir. Sehpa uretimi i¢in birer birim marangozluk, cilalama ve tahta
kullanilmaktadir ve sehpanin satis fiyati 15%'dir. Dakota igin sehpa liretmek karli olup

olmadigini belirleyiniz.

1
x; Uretilen sehpa miktari olmak Uzere ¢; = 15, a, = [1] olsun. Oncelikle x; igin
1

1
indirgenmig maliyet hesaplanir: [zg — cg = [0, 10, 10] [1] — 15 = 5. indirgenmis maliyet
1

pozitif oldugu i¢in mevcut ¢ozum en iyidir. Sonug olarak x7 = 0 elde edilir, yani Dakota

icin sehpa Uretmek karli degildir.

Analiz 5. Yeni bir kisit eklenmesi
Probleme yeni bir kisit eklenirse en iyi cozumun degigip degismeyecegi eklenen yeni

kisit igin en iyi tabloda sag taraf degeri [b = B~1b] hesaplanarak kontrol edilir. Burada
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yeni kisit ile birlikte temel degisken kimesine yeni kisitla ilgili gevsek degisken
eklenecektir. Dolayisiyla B temel matrisi ile B temel matris tersi degisecektir. Bu
analizi yapabilmek i¢in dncelikle yeni B bulunmali ve b = B~1b hesaplanmalidr.
Eger b > 0 ise mevcut temel ¢g6zim yeni kisiti sagladigi anlasilir. Mevcut temel en iyi
kalir, karar degigkenlerinin ve amag fonksiyonun degeri degismez.

Eger b £ 0 (yeni kisitn sag taraf dederi negatif) ise mevcut temel ¢6zimim yeni kisiti
saglamadigi anlasilir. Mevcut ¢ozum yeni durum igin olurlu degildir. Bu durumda

simpleks tablosu olusturularak dual simpleks yontemi ile en iyi ¢gozim bulunur.

Ornek 9. Dakota Mobilya probleminde Uriinler bittikten sonra son bir kalite kontrolii
yapilmasi gerektigi ortaya ¢ikmigtir. Her Grtiin 0.5 saatte kontrol edilmektedir ve haftalik
toplam 7 saat mevcuttur. Yeni durum igin en iyi ¢6zimu bulunuz.

Yeni kisit: 0,5x1 +0,5x2 + 0,5x3<7 = 0,5%x1 +0,5x%2 + 0,5x3 + sS4 = 7

Yeni temel ¢ozum: BV= {s4, X3, X1, Sa} , NBV={x2,S2,83}

11 8 0 1 2 -8 0
_10 1.5 4 0 . p-1_| 0 2 -4 0
B = 0 05 2 0 kullanilarak; B~ = 0 —-05 15 0 hesaplanir.
0 05 05 1 0 —-0.75 125 1
1 2 —8 017748 24
o p-1h — 0 2 -4 01]]20 8 L I
b=B'b = 0 —-o05 15 olls 2 > 0 oldugu igin mevcut ¢ozum
0 —-0.75 125 14L7 2
degismez.
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7. ULASTIRMA SORUNLARI

7.1 ULASTIRMA SORUNLARININ FORMULASYONU
Genel olarak, bir ulastirma sorunu asagidaki bilgileri barindirir:
* Bir Urin/hizmet gdnderen m adet arz noktasi (supply point). i arz noktasi en
fazla s; birim arz edebilir.
e Urlnin/hizmetin génderildigi n adet talep noktasi (demand point). j talep
noktasi en az d; birime gereksinim duyar.
* Bir birimin / arz noktasindan j talep noktasina gonderilmesi maliyeti c¢;/dir.

SOz konusu bilgi asagidaki ulastirma tablosu ile formule edilebilir:

Talep Talep Talep ARZ
noktasi1 noktasi2 7 noktasi n
Arz | C11 | C12 | | Cin s
noktasi 1 1
Arz | C21 | C22 | | Con
S2
noktasi 2
_____ L[ | L
ArZ | Cm1 | Cm2 | Cmn S
noktasi m m
TALEP ds d dn

Eger toplam talep miktari toplam arz miktarina esitse sorun dengeli ulagtirma sorunu

olarak isimlendirilir.

x;j = i arz noktasindan j talep noktasina gonderilen miktar olsun.

Bu durumda ulagtirma sorununun genel DP gosterimi agagidaki gibidir:
min Z/ Zj Cij Xjj
oyle ki x;< s (i=1,2, ...,m)  Arzkisitlari

2ixj2d (=12, ..., n) Talep kisitlari

Xij =20
Yukaridaki sorun, bir enblyukleme sorunu (ulastirma sonucu kar elde edilmesi gibi)

da olsa, kisitlarinin benzer 6zellikler tagimasi durumunda yine bir ulastirma sorunudur.
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7.1.1 Dengeli Ulagtirma Sorununun Formiulasyonu
Ornek 1. Powerco
Powerco sirketinin dort sehre hizmet veren ¢ adet elektrik santrali vardir. Her bir
santral sirasiyla 35 milyon, 50 milyon ve 40 milyon kWh elektrik Uretmektedir.
Sehirlerin en yogun saatlerde talep ettigi elektrik miktari ise sirasiyla 45 milyon, 20
milyon, 30 milyon ve 30 milyon kWh'dir. 1 milyon kWh elektrigin bir santralden bir gsehre
gonderilmesinin maliyeti asagidaki tabloda verilmigtir. Her sehrin talebini en az
maliyetle kargilamak Uzere bir ulastirma tablosunda dengeli bir ulastirma sorunu
formule ediniz ve sorunun DP modelini gosteriniz.

| Sehir1 Sehir2 Sehir3 Sehir4

Santral 1 $8 $6 $10 $9
Santral 2 $9 $12 $13 $7
Santral 3 $14 $9 $16 $5

Yanit:
1. Ulastirma sorununun formulasyonu
Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ

Santral 1 |L 6 | 10 & 35
Santral 2 |L | 12 | 13 |L 50
Santral 3 |L | 9 | 16 |L 40
TALEP 45 20 30 30 125

Toplam talep ve toplam arz esit oldugundan (125 milyon kWh) sorun “dengeli”dir.

2. Sorunun DP modeli olarak gosterimi
xij: Santral i‘'de Uretilen ve Sehir jye gonderilen elektrik miktari (million kwh)
min z = 8Xq1 + 6X12 + 10X43 + OX14 + OXo1 + 12Xo0 + 13Xo3 + X4 + 14X31 + OX3o +
16X33 + 5 X34
S.t. X411+ X2+ X453+ X14 £ 35 (arz k|$|tlar|)
X21 + X22 + X3 + X4 < 50
X31 + X32 + X33 + X34 < 40
X11 + X1 + X31 245 (talep kisitlarr)
X12 + X22 + X32 2 20
X13 + X23 + X33 2 30
X14 + X24 + X34 2 30

x;j20 (i=1,2,3,j=1,2,3,4)
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7.1.2 Dengesiz bir Ulagstirma Sorununun Dengelenmesi

Fazla Arz

Eger toplam arz miktari toplam talep miktarini gegerse, sorunu dengelemek igin talep
miktar1 aradaki fark (fazla arz miktari) kadar olan bir yapay talep noktasi yaratilir. S6z
konusu noktaya yapilacak gonderimler aslinda olmayacagi i¢in bu noktaya arz
noktalarindan yapilacak ulastirma maliyeti 0 olacaktir.

Karsilanmayan Talep

Eger toplam arz miktari toplam talep miktarindan azsa, aslinda olurlu bir ¢go6zim yoktur
(talepler kargilanamaz). Bu durumda karsilanamayan talep kadar arzi olan bir yapay
arz noktasi yaratilir. Talebin olmayan bir arz noktasindan kargilanmasi (veya talebin
gercekte kargilanamamasi) beraberinde bir “ceza maliyeti” getirir.

Ornek 2. Fazla Arz igin Degistirilmis Powerco

Sehir 1'in talebinin 40 milyon kwh oldugunu farz edelim. Bu durumda dengeli bir
ulastirma sorunu formale ediniz.

Yanit

Toplam talep 120 ve toplam arz 125 oldugundan sorun dengeli degildir.

Sorunu dengelemek igin bir yapay talep noktasi eklenir. S6z konusu noktanin talebi
125 — 120 = 5 milyon kwh olacaktir.

Her santralden yapay talep noktasina 1 milyon kwh elektrik gdndermenin maliyeti O

olacaktir.
Tablo 4. Fazla Arz Ornegi icin Ulastirma Tablosu
Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 Yapay ARZ
Santral 1 i 6 [ 10 L9 0 35
Santral 2 |L [ 12 [ 13 L7 [ 0 50
Santral 3 |i Lo [ 16 L5 [0 40
TALEP 40 20 30 30 5 125

Ornek 3. Karsilanmayan Talep igin Degistirilmis Powerco
Sehir 1’in talebinin 50 milyon kwh oldugunu farz edelim. Kargilanamayan her 1 milyon

kWh elektrik icin 80$% ceza maliyeti kesilirse dengeli bir ulastirma sorunu formdile ediniz.
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Yanit

5 milyon kWh elektrik arz eden bir yapay arz noktasi eklenir. Gergekte; yapay arz

noktasina atanan talep karsilanmayacag! igin maliyet olarak ceza maliyeti (809%) girilir.
Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ

Santral 1 |L L 6 [ 10 & 35

Santral 2 | 9 | 12 | 13 | ! 50

Santral 3 |L Lo [ 16 |L 40
Yapay [ 80| [80 [ 80 (80 | .
arz

TALEP 50 20 30 30 130

7.2 TEMEL OLURLU GOZUMUN BULUNMASI

Dengeli bir ulagtirma sorunu igin genel DP gosterimi agagidaki gibi yazilabilir::
min Z/ Zj Cij Xjj
oyle ki x; = s; (i=1,2, ..., m)  Arzkisitlari

2ixj=d (=12, ..., n) Talep kisitlari

X,'jZO

SOz konusu soruna bir temel olurlu ¢ézim (basic feasible solution - bfs) bulmak igin
asagidaki onemli gozlemi kullanilir:

“‘Eger dengeli bir ulagtirma sorununda x;'lerin degerler kimesi bir kisit haricinde tim
kisitlari saglarsa, bu degerler o kisidi da saglar.”
Bu gozlem ulastirma sorununun ¢6zUmu sirasinda herhangi bir kisiti gozardi
edebilecegimizi ve m+n-1 kisittan olusan bir DP ¢6zecegimizi gosterir. Genel olarak ilk
arz kisiti degerlendirme digi birakilir.
Geri kalan m+n-1 kisida bfs bulmak igin herhangi bir m+n-1 degiskenin temel ¢6zim
verebilecedini dusunulebilir: fakat s6z konusu m+n-1 degiskenin temel ¢6zimde
olabilmesi i¢in bir dongili olugturmamalari gerekir.
En az dort htcrenin bir dongu olusturmasi igin:

* Herhangi ardisik iki hucrenin ayni satir veya sutunda olmasi gerekir,

* Ayni satir veya sutunda ardigik u¢ htcre olmamalidir,
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* Serinin son hucresi ilk hucre ile ayni satir veya sutunda olup dongiyu
kapatmalidir.

Dengeli bir ulastirma sorununa temel olurlu ¢ézim bulmak igin Ug¢ farkh yontem

kullanilabilir (Dikkat! Bu yontemler ulagtirma problemini tamamen ¢6zmek igin degil

bir temel olurlu ¢6zum bulabilmek icin uygulaniriar).

1. Kuzeybati Koge (Northwest Corner) Yontemi
2. Enkuguk Maliyet (Minimum Cost) Yontemi
3. Vogel'in Yaklagimi

7.2.1 Kuzeybati Kése Yontemi
Ulastirma tablosunun en sol Ust kdsesinden baslanir ve x11'€ mumkin oldugunca
blayuk bir deger atanir (tabii ki; x11 en ¢ok s1 ve d ikilisinin en kiiguk degeri kadar
olabilir).
* Eger x11=51 ise ilk satir iptal edilir ve d, di-s1 olarak glncellenir,
* Eger x11=d ise ilk sutun iptal edilir ve s1, $1-d1 olarak guncellenir,
* Eger x11=s1=d; ise ya ilk satir ya da ilk sutun iptal edilir (her ikisini de degil!)
» Eger satir iptal edilirse d; sifir yapilr,
» Eger sutun iptal edillirse s sifir yapilir.
Bu sekilde devam ederek (her seferinde geri kalan hucrelerde yeni sol-Ust kdseye
atama yaparak) tum atamalar yapilir. Sonugta, bir hicre geriye kalacaktir. Satir veya
sutundaki degeri atayarak ve hem satiri hem de sutunu iptal ederek islemi bitirilir:
boylece bir bfs elde edilmistir.
Ornek 1.
Asagidaki dengeli ulagtirma sorunu igin bir bfs bulalim
(Bu yontemde maliyetler gerekmediginden verilmemistir!).

5

1

3

2 4 2 1
Toplam talep toplam arza egittir (9): sorun dengelidir.

Dr. Y. Ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgﬁr Kabak (kabak@itu.edu.tr)

76



END331 2015-2016

X 0 2 1
m+n-1 (3+4-1 = 6) adet degisken atanmis olur. KBK yontemi ile secilen degiskenler bir

dongu olusturmadiklarindan bir bfs bulunmustur.

7.2.2 Enkiiguk Maliyet Yontemi

KBK yontemi maliyetleri gz dntne almadigindan baglangi¢ bfs’si maliyeti yuksek olan
bir ¢6zim olabilir ve en iyi ¢gdzumun bulunmasi i¢in ¢ok sayida islem gerekebilir.

Bu durumla karsilagsmamak i¢in kullanilabilecek olan enkuguk maliyet yonteminde en
dusuk tasima maliyeti olan hucreye atama yapilir. Bu hucreye yapilacak x; atamasi
yine min {s;, dj} kadardir.

KBK yontemindeki gibi atama yapilan hucrenin oldugu satir veya sutun iptal edilip arz
ya da talep degeri guncellenir ve tum atamalar yapilincaya kadar devam edilir.
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7.2.3 Vogel Yaklagimi

Her satir ve sutun i¢in ceza hesaplanarak yonteme baslanir. Ceza o satir veya
sutundaki en kuguk iki maliyet arasindaki farktir.

Daha sonra cezasi enblyuk olan satir veya sutun bulunur. S6z konusu satir veya
sutundaki en dusuk maliyetli hicre ilk temel degiskeni verir.

Yine KBK yontemindeki gibi bu degiskene atanacak deger, ilgili hicrenin arz ve talep
miktarlarina baghdir. Gerekli iptaller ve glincellemeler yapilir. Yeniden geri kalan tablo

igin yeni cezalar hesaplanir ve prosedure benzer adimlarla devam edilir.

Ornek 3.
Arz Satir cezasi
\L \A \A 5 22-14=8
(6| [7] [8] 4 ot
(15 [80] [78] & 7515263
Talep 12 7 9
Sdatun cezasi 14-6=8 22-7=15 24-8=16
Arz Satir cezasi
(6| [7] [8] 4 8.7=1
X 7=
= R
Talep X 7 9
Sdatun cezasi 22-7=15 24-8=16
Arz Satir cezasi
X \L \A \A 5 24-22=2
6| [7] [8]
X X 8
B I e
Talep X 7 1

Sutun cezasi

80-22=58 78-24=54
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Arz Satir cezasi

L 3 80-78=2

12

REREE
R
R

Talep
Sutun cezasi

Vogel yaklasimi ile elde edilen temel olurlu ¢c6zum:

Arz
14 22 24 5
X 5 X
6 7 8
X X 8 8
15 80 78 15
12 2 1
Talep 12 7 9

7.3 ULASTIRMA SIMPLEKSI

Ulastirma simpleksi, simpleks yontemin ulastirma probleminin 6zel yapisina gore
dizenlemesi ile gelistirilmistir. Simpleks yontemin temel adimlari ulastirma
simpleksinde de uygulanir. Herhangi bir bfs’nin en iyi olup olmadigini kontrol etmek
icin temel disi degiskenlerin indirgenmis maliyetleri hesaplanmalidir. Bunun igin ¢;; =
cBB‘laij — ¢;j = way; — ¢;; formUld kullanilir. Burada w her kisit igin golge fiyatlari (dual
degiskenleri) iceren bir vektordur. Ulagtirma probleminde m arz noktasi n talep noktasi
olursa; m + n adet kisit yer aldigi igin w icerisinde de bu sayida eleman bulunur. Diyelim
ki, w = (u1, ..., Un, V1, ...,Vn) Olsun; burada u4, ..., Un, arz kisitlari ile ilgili dual
degiskenler, vi, ...,v, ise talep kisitlari ile ilgili dual degiskenlerdir. a;; ise x;
degiskeninin kisit katsayilaridir. Ulastirma probleminde a;;, /inci ve m+jinci elemanlari
1, diger elemanlari 0 olan bir vektordir. Sonug olarak ¢;; = wa;; — ¢;; = u; + vj — ¢
olarak hesaplanir. u; ve v; degerlerini bulabilmek igin w = cevB ' ifadesinden wB = cgy
elde edilir; B igerisinde temel degiskenlerin a;; degerleri yer aldigindan her bir temel
degigken icin wa; = u; + v; = ¢; yazilabilir. Burada verilen kavramsal acgiklama

cercevesinde yontemin adimlari agagida verilmistir.
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Yontemin Adimlari

1. Eger ulastirma sorunu dengesiz ise dengelenir,

2. KBK, Enkuguk Maliyet veya Vogel yontemlerinden biri kullanilarak bir bfs bulunur,

3. uq = 0 olarak kabul edip mevcut bfs’deki tim temel degigkenler i¢in u; + v; = ¢j
denklemi kullanarak u’lar ve Vler hesaplanir.

4. (EnkUgukleme sorunlari igin) Tium temel digi degiskenlerigin &;; = u; + v; —¢;; < 0

ij

ise, en iyi ¢ozUm bulunmustur. Eger bu kosul saglanmazsa ¢;; degeri en pozitif olan

degisken pivot islemleri ile temele girer ve temeldeki degiskenlerden biri ¢gozimden
cikar. Boylece yeni bir bfs bulunmus olur. Adim 3’e gidiniz.

(Enbuydkleme sorunlari igin) Tum temel digi degiskenler igin ¢;; = u; + v; — ¢;; 2
0 ise, en iyi ¢ozUm bulunmustur. Eger bu kosul saglanmazsa ¢;; degeri en negatif
olan degisken pivot islemleri ile temele girer ve temeldeki degiskenlerden biri
¢6zumden ¢ikar. Boylece yeni bir bfs bulunmus olur. Adim 3’e gidiniz.

Pivot iglemleri

1. Cozume girecek olan degisken ile temel degiskenlerin bazilari veya hepsi bir ddngu
olusturur (sadece bir olasi dongu vardir!).

2. Dongudeki hucreleri gozume giren hicreden baslayarak sayilir. Sayisi ¢ift olanlari
(0, 2, 4, vb.) cift hiicreler olarak isaretlenir. Dongudeki diger hucreleri de tek
hticreler olarak isaretlenir.

3. Tek hucrelerde degeri en kuguk olan degisken bulunur. Bu degisken temel digi
kalacaktir. Bulunan en kuguk degere @ denirse; tum tek hucrelerdeki degerlerden
@ cikartilir ve ¢ift hticrelerdeki degerlere @ eklenir. Dongude olmayan degigkenlerin

degeri degismez. Eger @ = 0 ise giren degisken 0 degeri ile ¢dzUme girecektir.

Ornek 1. Powerco
Sorun dengelidir (toplam talep toplam arza egittir). Powerco 6rnegine KBK yontemi
uygulanirsa, asagidaki tabloda gorulen bfs elde edilir (m+n—-1=6 temel degisken!).

Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ

Santral 1 35 |L 6 [ 10 & 35

Santral 2 10 |L 20 [ 12 20 [ 13 |L 50

Santral 3 |L L9 [ 16 |L 40
10 30

TALEP 45 20 30 30 125
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U1=0

up+vy=8 = v =8
u+vy=9 = U =1
u+vo=12 = v, =11
Uu+v3=13 = wvz3=12
Uus+v3=16 = us3=4
uzs+vs=5 = v;=1

Tum temel digi deg@iskenler icin ¢ = u; + v; — ¢; hesaplanir:

é=0+11-6=5
6i3=0+12-10=2
6is=0+1-9=-8
Cuy=1+1-7=-5

C31=4+8-14=-2
63»=4+11-9=6

€32 en pozitif olan degeri verdiginden, x32 temel degisken olacaktir.
X32'nin de oldugu dongu (3,2)-(3,3)-(2,3)-(2,2) seklindedir: ® = 10 bulunur.

Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ
Santral 1 35 |L 6 & |L 35
| 9 | 12 | 13 | 7
Santral 2 10 20_® 20+ 50
| 14 | 9 | 16 | 5
Santral 3 ® 10-® 30 40
TALEP 45 20 30 30 125
X33 temel digl degisken olacaktir. Yeni bfs asagidaki tabloda verilmigtir:
2. lterasyon:
uilv; 8 11 12 7 ARZ
0 | 8 | 6 | 10 | 9 35
35
) | 12 | 13 | 7
1 10 10 30 50
| 14 HE | 16 | 5
2 10 30 40
TALEP 45 20 30 30 125

C12=95,C13=2,C14=-2,C4=1,C31=-8,C33=-6
¢12 en pozitif degeri verdiginden, x12 gozume girer.
X12'nin de oldugu dongu (1,2)-(2,2)-(2,1)-(1,1) seklindedir ve ® = 10°dur.
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Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ
Santral | 8 | 6 | 10 | 9 35
1 35-P P
Santral | 9 | 12 | 13 | 7 50
2 10+ 10-P 30
Santral | 14 | 9 | 16 | 5 40
3 10 30
TALEP 45 20 30 30 125
X22 ¢6zUmden ¢ikar. Yeni bfs asagidaki tabloda verilmistir:
3. lterasyon:
uilv; 8 6 12 2 ARZ
0 25 | 8 0 | 6 | 10 | 9 35
1 | 9 | 12 | 13 | 7 50
20 30
3 | 14 | 9 | 16 | 5 40
10 30
TALEP 45 20 30 30 125
C13=2,C14=-7, Co2 = -5, C24 = -4, €31 = -3, C33 = -1
€13 en pozitif olan degeri verdiginden, x43 temel degisken olacaktir.
X13'Un de oldugu dongu (1,3)-(2,3)-(2,1)-(1,1) seklindedir. ® = 25
Sehir 1 Sehir 2 Sehir 3 Sehir 4 ARZ
Santral 1 |—8 |—6 |—10 |—9 35
25-0 10 P
| 9 | 12 | 13 | 7
Santral 2 20+ 30_@ 50
santarz| 4| [ ETHN U N
TALEP 45 20 30 30 125
x11 temel digl degisken olur. Yeni bfs:
4. |terasyon:
uilv; 6 6 10 2 ARZ
0 | 8 0 | 6 25 | 10 | 9 35
3 | 9 | 12 | 13 | 7 50
45 5
3 | 14 | 9 | 16 | 5 40
10 30
TALEP 45 20 30 30 125
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Ci11=-2,C14=-7,C2=-3,C4=-2,C31=-5,C33=-3

Tum ¢j'ler negatif oldugundan en iyi gozum bulunmustur.

Rapor

Santral 2’den $Sehir 1’e 45 milyon kwh elektrik gonderilmelidir.

Santral 1’den Sehir 2’ye 10 milyon kwh elektrik gonderilmelidir. Benzer sekilde Santral
3’den Sehir 2'ye 10 milyon kwh elektrik gonderilmelidir.

Santral 1’den Sehir 3’e 25 milyon kwh ve Santral 2‘den $ehir 3’e 5 milyon kwh elektrik
gonderilmelidir.

Santral 3’den $Sehir 4’e 30 milyon kwh elektrik gonderilmelidir

Toplam tagima maliyeti: z = .9(45) + 6(10) + 9(10) + 10(25) + 13(5) + 5(30) = $1020.

7.4 ULASTIRMA SORUNLARI iCiN DUYARLILIK ANALIZzi
Bu bolimde ulastirma sorunlari igin duyarliik analizi ile ilgili asagidaki noktalar
incelenmektedir:

* Temel DigI Degigkenin (NBV) amag fonksiyon katsayisinin degigtiriimesi.
* Temel Degiskenin (BV) amag fonksiyon katsayisinin degistiriimesi.
* Bir arzin A kadar artiriimasi ve bir talebin A kadar artirilmasi.

Bu degisiklikler Powerco sorunu kullanilarak agiklanmaktadir. Animsanacagi gibi
Powerco sorunu igin en iyi ¢oziim z=$1,020’dir ve en iyi tablo dnceki boliimde (sayfa
basinda) verilmistir.

Temel Digi Degiskenin Amag Fonksiyon Katsayisinin Degistirilmesi

Temel digi bir x; degigkeninin amag¢ fonksiyon katsayisinin degistiriimesi en iyi
tablonun sag taraf degerini degistirmez. Bu nedenle mevcut temel hala olurludur.
cevB™' degismediginden u;ler ve vi/ler degismez. 0. satirda yalniz x;'nin katsayisi
degisir. Bu nedenle x;'nin katsayisi en iyi tablonun 0. satirinda pozitif olmayan bir deger

aldig1 surece mevcut temel en iyi kalir.

Ornek 1. 1 milyon kwh elektrigin Santral 1’den Sehir 1’e iletim maliyetinin hangi
araliktaki degerleri icin mevcut temel en iyi kalr?

c11'in 8'den 8+A’ya degistirildigi varsayilsin. A’nin hangi degerleri i¢cin mevcut temel en
iyi kalir? ¢, =u, +v,—¢,, =0+6-(8+A)=-2-A.

Bu nedenle mevcut temel -2 -A <0,yadaA=-2,ve c¢11=8-2=06 oldugu surece

mevcut temel en iyi kalir.
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Temel Degiskenin Amag Fonksiyon Katsayisinin Degistiriimesi

cavB™ degeri degistirildigi icin 0. satirdaki her temel digi degiskenin katsayisi
degisebilir. Mevcut temelin en iyi kalip kalmadigini belirlemek igin yeni ujler ve vjler
bulunmali ve bu deg@erler kullanilarak her temel digi degisken igin olurluluk kosulu
denetlenmelidir. Mevcut temel, temel disi degigkenlerin olurluluk denetimi pozitif

olmayan bir sonug¢ verdigi surece en iyi kalir.

Ornek 2. 1 milyon kwh elektrigin Santral 1’den Sehir 3’e iletim maliyetinin hangi
araliktaki degerleri icin mevcut temel en iyi kalir?

c13'in 10°'dan 10+A’ya degistigi varsayilsin. O zaman c,, =0 denklemi us + v3=10'dan

ur + v3 = 10 + A'ya donugur. Bu nedenle ujlerin ve v/lerin bulunmasi igin, agagidaki

denklemler ¢ozulmelidir.

u=0
u+vy=9
ur+v,=6
u,+v3=13
us+v,=9
up+v3=10+A
uzs+vs=5

Bu denklemlerin ¢ozulmesiile u1 =0, vo=6,v3=10+ A, vy =6+ A, U2 =3 - A, U3 = 3,
ve v4 = 2 sonuglari elde edilir.
Bundan sonra her temel digi degisken igin olurluluk denetimi yapilir. Her temel digi

degisken 0. satirda pozitif olmayan bir katsayiya sahip oldugu surece mevcut temel en

iyi kalir.
€=U +v,-8=A-2<0 A=<2
€=U, +v, -9=-7
C,, =U, +v,-12=-3-A=<0 A=-3
Cpy=U,+v,-7=-2-A<0 Az=-2
€y =U;+v, -14=-5+A<0 A<5
Cyy=U; +v; —-16=A-3<0 A=<3

Bu nedenle mevcuttemel -2 <A <2,yada8=10-2<cy3 <10 + 2 = 12 esitsizlikleri

gecerli oldugu surece en iyi kalir.
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Hem s; Arzinin Hem de d; Talebinin A Kadar Artirilmasi
Bu degisiklik ulastirma sorununun dengeli kalmasini saglar. u;/ler and v;ler her kisitin
golge fiyatinin negatifi olarak dusunulebileceginden mevcut temelin en iyi kalmasi
durumunda yeni z-de@eri asagidaki sekilde hesaplanabilir.

yeni z-degeri = eski z-degeri + A (u;)) + A (v))
Ornegin, 1. Santralin arzi ve 2. Sehrin talebi 1 birim arttiginda

yeni maliyet = 1,020 + 1 (0) + 1 (6) = $ 1,026.

Karar degiskenlerinin yeni degerleri ise su sekilde bulunabilir:

1. xj en iyi gozumdeki temel degiskense x;; A kadar arttirilir.

2. x; en iyi ¢ozumdeki temel digi degigken ise x;'yi ve bazi temel degigkenleri
iceren dongu bulunur. j satirinda ve dongude olan tek hicre bulunur. Bu tek
hdcrenin degeri A kadar artinllir ve dongude dolagilarak ve degisimli olarak
degerler artirilarak ve azaltilarak mevcut temel degiskenlerin yeni degerleri
bulunur.

Ornek 3. ilk durumu gdstermek lizere s; ve d, dederleri 2 birim artirisin.

X12 en iyi ¢ozumdeki bir temel degisken oldugu igin, yeni en iyi ¢ozum:

Sehirl Sehir2 Sehir3 Sehir4 Arz
uy/v 6 6 10 2
| 8 | 6] |10 | 9
Santral 1 0 12 25 37
| 9 [12] |13 B
Santral 2 3 |45 5 50
| 14 | 9] |16 BE
Santral 3 3 10 30 40
Talep 45 22 30 30

Yeni z-de@eri 1,020 + 2uq + 2v, = $ 1,032.

Ornek 4. ikinci durumu gostermek izere, hem s hem de d; 1 birim artirilsin.

X141 mevcut en iyi ¢ozumde temel digi bir degisken oldugu igin x41'i ve bazi temel
degiskenleri igeren bir dongu bulunmahdir. Dongu (1, 1) — (1, 3) — (2, 3) — (2, 1)
seklindedir. ilk satirda olup déngii iginde yer alan tek hiicre x43'tir. Bu nedenle yeni en
iyi ¢OzUm x43 ve Xxo1'yi 1 artirarak ve x23'0 1 azaltarak bulunmaktadir. Bu degisiklik
sonucu asagidaki en iyi ¢ozum ortaya konulur:
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Sehirl Sehir2 Sehir3  Sehir4 Arz

uy/v 6 6 10 2
L8] [s6] [10] [ 9
Santral 1 0 10 26 36
[ o) l22] [13] [ 7]
Santral 2 3 |46 4 50
| 14 | 9] |16 | 5]
Santral 3 3 10 30 40
Talep 46 20 30 30

Yeni z-degeri = 1,020 + uy + v4 = $ 1,026°d1r.
Dikkat! Hem s1 hem d, 5 birimden fazla arttirilirsa mevcut temel olurlu olmayan ¢ézim

durumuna gelmektedir. Neden?

7.5 GECiCi KONAKLAMA SORUNLARI

Bazi durumlarda gonderim surecindeki bir nokta hem drtn/hizmet gonderebilir, hem
de s6z konusu noktaya uriin/hizmet gonderilebilir. Ur(in/hizmetin arz noktasindan talep
noktasina gonderimi sirasinda gegici olarak konakladigi bu nokta gegici konaklama
noktasi olarak isimlendirilir.

Bu 6zelligi olan bir gdnderim sorunu gegici konaklama sorunudur.

Gegici konaklama sorununa en iyi ¢ozUm sz konusu sorunu ulagtirma sorununa

donustlrup ulastirma sorununu ¢oézerek bulunabilir.

Uyari

“‘Ulastirma Sorunlarinin Formulasyonu” bolumuande belirtildigi gibi, bir bagka noktaya
bir Gran/hizmet gonderen fakat hi¢ bir noktadan Urun/hizmet alamayan nokta arz
noktasi olarak isimlendirilir.

Benzer sekilde, bir talep noktasi da diger noktalardan trtun/hizmet alabilir fakat hi¢ bir

noktaya urun/hizmet gonderemez.

Adimlar

1. Eger sorun dengesiz ise sorunu dengeleyiniz.
s = dengeli sorun igin toplam arz (veya talep) miktari olsun.

2. Asagidaki sekilde bir ulagtirma tablosu kurunuz:
Her arz ve gegici konaklama noktasi igin tabloda bir satir gerekecektir,
Her talep ve gecici konaklama noktasi i¢in bir sutun gerekecektir,

Her arz noktasinin arzi o noktanin arz miktari kadar olacaktir,
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Her talep noktasinin talebi o noktanin talep miktari kadar olacaktir,
Her gegici konaklama noktasinin arzi “o noktanin arz miktari + s” kadar olacaktir,
Her gegici konaklama noktasinin talebi “o noktanin talep miktari + s” olacaktir.

3. Ulastirma sorununu ¢ozunuz.

Ornek 1. Kuruoglu

(Winston 7.6.’dan esinlenilmistir)

Kuruoglu Malatya ve G.Antep’deki fabrikalarinda buzdolabi Gretmektedir. Malatya’'daki
fabrika ginde en fazla 150 adet, G.Antep’teki fabrika ise glinde en fazla 200 adet
buzdolabi Uretebilmektedir. Buzdolaplari ucak ile istanbul, izmir ve Ankara’daki
musterilere gdnderilmektedir. izmir ve istanbul’daki misterilerin talepleri 130 iken
Ankara’daki mugterilerin talebi 50 adettir. Gonderim maliyetlerindeki degisiklikler
yuzunden bazi buzdolaplarinin fabrikalardan ugakla oncelikle Ankara veya Eskisehir'e
gonderilmesi ve daha sonra nihai musterilere bu sehirlerden gonderilmesi
dusunulmektedir. Asagidaki tabloda sehirler arasi birim tagima maliyetleri verilmigtir.
Kuruoglu toplam tasima maliyetlerini enazlayacak sekilde musteri taleplerini
karsilamak istemektedir.

TL Ankara  Eskisehir Istanbul izmir
Malatya 8 13 25 28
G.Antep 15 12 26 25
Ankara 0 6 16 17

Eskisehir 6 0 14 16

Yanit:

Bu sorunda Ankara ve Eskisehir gecici konaklama noktalaridir.
Adim 1. Sorunu dengeleme

Toplam arz = 150 + 200 = 350

Toplam talep = 130 + 130 + 50 = 310

Yapay talep = 350 — 310 = 40

s = 350 (dengeli sorun igin toplam arz veya talep miktar)
Adim 2. Bir ulagtirma tablosu kurma

Gegici konaklama noktasi talebi = O noktanin talep miktari + s

Ankara igin talep: 50 + 350 = 400 Eskisehir igin talep: 0 + 350 = 350
Gegcici konaklama noktasi arzi = O noktanin arz miktari + s
Ankara igin arz: 0 + 350 = 350 Eskisehir igin arz: 0 + 350 = 350
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Ankara Eskisehir Istanbul [zmir Yapay

| 8 | 13 | 25 ] | 28 )

| 15 | 12 | 26 | | 25 [ 0

D) | 6 | 16 | | 17 D

| 6 D) | 14 | | 16 D
400 350 130 130 40

Arz

150

200

350

350

1050

Adim 3. Ulastirma sorununun ¢6zimu (Adim 2’de olusturulan ulastirma tablosunun

ulastirma simpleksi

gOsterilmemisgtir.)

Malatya
G.Antep
Ankara
Eskisehir

Talep

Rapor:

kullanilarak  ¢6zUumu

ulastirma simpleksinin adimlar

Ankara Eskisehir Istanbul [zmir Yapay
| 8 | 13 25 | 28 [ 0
150
| 15 | 12 26 | 25 D
30 130 40
D) | 6 16 | 17 D
250 100
| 6 D) 14 | 16 D
320 30
400 350 130 130 40

Arz

150

200

350

350

1050

Kuruoglu Malatya’da 150 buzdolabi tretip bunlarin tamamini Ankara’ya gondermelidir.

Ankara’ya gelen 150 Uriiniin 50’si Ankara’nin talebi icin kullanilirken; 100’0 istanbul’'a

gonderilir. G.Antep’de 160 buzdolabi Gretilmelidir (Yapayin 40 ¢ikmasi G.Antep’in 200

uretim kapasitesinin  40’nin  kullanilmayacagini gostermektedir).

dogrudan izmir'e, 30’u Eskisehir tizerinden istanbul’a génderilmelidir.

Bu durumda toplam tagima maliyeti 6830 TL olacaktir.

7.6 ATAMA SORUNLARI

Ulastirma sorunlarinda her arz noktasinin bir talep noktasina atanmasini ve her talebin

Uretimin 130°u

karsilanmasini gerektiren 6zel bir durum s0z konusudur. Bu tip sorunlar “atama

sorunlar” olarak isimlendirilir. Ornegin hangi isginin veya makinenin hangi isi

yapacagini belirlemek bir atama sorunudur.
7.6.1 DP Gosterimi

Bir atama sorununda bir arz noktasini bir talep noktasina atamanin maliyeti ¢;/dir.
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Ote yandan, bir x; 0-1 tamsayi degiskeni agagidaki gibi tanimlanir:
xj = 1 eger i. arz noktasi j. talep noktasinin talebini karsilamak tzere atanirsa
xj = 0 eger i. arz noktasi j. talep noktasinin talebini karsilamazsa

Bu durumda, bir atama sorununun genel DP gdsterimi asagidaki gibidir:

min Z/ Zj Cij Xjj
oyle ki x; =1 (i=1,2, ..., m) Arz kisitlar

2ix;=1(@G=12,...,n) Talep kisitlari

xj=0veya x; =1

7.6.2 Macar Yontemi

Tum arz ve talep miktarlari tamsayi oldugundan, en iyi gozimdeki tim degiskenler de

tamsay! olmalidir. Her kisitin ST degeri 1’e esit oldugundan, her x; 1'den buyuk

olmayan ve negatif olmayan bir tamsayi olmahdir. Bu durumda her x; O veya 1

olmalidir.

xj = 0 veya x; = 1 kisitlamasini DP gosteriminde ihmal edersek, her arz noktasinin bir

adet arz ettigi ve her talep noktasinin bir adet talep ettigi dengeli bir ulastirma sorunu

ile karsilasiriz.

Fakat atama sorununun ulastirma simpleks yontemi ile ¢ozulmesi yukarida verilen

kisittamay kullanmayacagi i¢in etkin olmayacaktir.

Bu yuzden simpleks’den daha basit bir algoritma olan Macar Yontemi ile atama

sorunlari ¢ozular.

Uyari

1. Amag fonksiyonunun enbuyuklenmesi istenilen atama sorunlarinda Kkarlar
matrisindeki elemanlarin —1 ile garpilarak sorunun enkti¢likleme sorunu olarak
Macar Yontemi ile gozulmesi gerekir

2. Eger maliyet matrisinde satir ve sutun sayilarn esit degilse atama sorunu
dengesizdir. Bu durumda sorunu Macar Yontemi ile gozmeden once bir veya daha
fazla sayida yapay nokta eklenerek dengelenmelidir..

Adimlar

1. mxn7’lik maliyet matrisinin her satirindaki en kaguk maliyeti bulunuz.

2. Her maliyetten kendi satirindaki en kuguk maliyeti gikararak bir matris kurunuz.

3. Yeni matrisde her sutunun en kuguk maliyetini bulunuz.
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4. Bu sefer her maliyetten kendi sutunundaki en kuguk maliyeti ¢ikararak yeni bir
matris (indirgenmis maliyet matrisi) kurunuz.

5. indirgenmis maliyet matrisindeki tiim sifirlari értecek sekilde en az sayida (yatay
veya dusey) cizgi ¢iziniz. Eger bu islem i¢cin m adet ¢izgi gerekli ise en iyi ¢ozim
bulunmustur. Eger gerekli ¢izgi sayisi m adetten az ise bir sonraki adima geginiz.

6. indirgenmis maliyet matrisinde Adim 5’de gizilen gizgiler ile értiilmemis en kiigiik
maliyeti (k) bulunuz.

7. Her Ustinden ¢izgi gegmeyen maliyetten K'yi gikariniz ve gift ¢izgi ile ortilen her
maliyete k’y1 ekleyiniz. Adim §’e donunuz.

Ornek 1. Ugus Ekibi

(Winston 7.5.’den esinlenilmistir)

Dort adet kaptan pilot (P1, P2, P3, P4) uguslarda beraber olduklari dort adet ugus
teknisyenini (T1, T2, T3, T4) yetkinlik, uyum ve moral motivasyon agisindan 1-20
Olceginde degerlendirmiglerdir (1: ¢ok iyi, 20: ¢ok kotu). Degerlendirme notlari tabloda
verilmistir. Havayolu sirketi her ugus teknisyeninin kaptan pilotlara atamasini bu
degerlendirmelere gore yapmak istemektedir.

| T1 T2 T3 T4
P1 2 4 6 10
P2 2 12 6 5
P3 7 8 3 9
P4 14 5 8 7

Yanit:
Adim 1 & 2 Tablodaki her satir igin en kuigik maliyetler bulunur ve her maliyetten kendi
satirindaki en kiguk maliyet ¢ikarilir.

Satir min
2 4 6 10 2 0 2 4 8
2 12 6 5 2 = 0 10 4 3
7 8 3 9 3 4 5 0 6
14 5 8 7 5 9 0 3 2

Adim 3 & 4. Yeni matrisin her sutunun en kiguk maliyeti bulunur. Her maliyetten kendi
sutunundaki en kiug¢uk maliyeti ¢cikararak indirgenmis maliyet matrisi elde edilir.

0 2 4 8 0 2 4 6

0 10 4 3 = 0 10 4 1

4 5 0 6 4 5 0 4

9 0 3 2 9 0 3 0
Sdtun min 0 0 0 2

Dr. Y. Ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgﬁr Kabak (kabak@itu.edu.tr)

91



END331 2015-2016

Adim 5. Asagidaki tabloda gosterildigi gibi 3. ve 4. satirile 1. sutunda cizilecek gizgiler
indirgenmis maliyet matrisindeki tum sifirlari orter. Gerekli en az ¢izgi sayisi 3’dur.
4’den az ¢izgi gerektiginden ¢ozum en iyi degildir. Bir sonraki adima gegilir.

0 2 4 6
D 10 4 1
4 5 0 4
5 0 3 0

Adim 6 & 7. Ortiilememis en kiiglik maliyet 1'dir. Her 6rtiilmemis maliyetten 1 ¢ikarilir

ve iKi ¢izgi ile ortulenlere 1 eklenir.

0
= 0
5

PO SN
NI N
oOh o
o Ul O~
w o wWww
oh owm

—

0

Yeni tabloda tum sifirlari dortten daha az ¢izgi ile 6rtmek mumkin degildir. En iyi
¢6zUm bulunmustur.

Sutun 3’deki tek sifir xs3’de ve Sutun 2’'deki tek sifir xso'dedir. Satir 4 tekrar
kullanilmayacagi i¢in Sutun 4 igin kalan sifir xo4’dedir. Son olarak x11’i segeriz. Secilen
tum karar degigkenleri 1’e esittir.

Rapor:

P1T1ile, P2 T4 ile, P3 T3 ile ve P4 T2 ile ugmalidir.

Ornek 2. Enbiiyiikleme sorunu

o

N OIN O

N©O©oo~NWEO

NWwWwo oI
—
o

mooOw>
N = A wool—
O~NON

Rapor:
En iyi kar = 36, Atamalar: A-l, B-H, C-G, D-F, E-J
Alternatif en iyi cozum: A-l, B-H, C-F, D-G, E-J
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8. AG MODELLERINE GiRIS

Telefon hatlari, internet, kara yollari, elektrik sistemleri ve su dagitim sistemleri gibi bir
cok fiziksel yapr yasamimizin igerisinde olan ¢ok bilinen aglardir. Bu sistemler,
urunlerin en kisa yolla veya en dusuk maliyet ile istenilen yerlere gonderilmesi gibi
ortak problemler icerirler. Bu fiziksel aglar gibi bir ¢ok en iyileme problemi de ag

gOsterimi ile analiz edilebilir.

AQ enyilemesi konusunun kokleri 1940’lara dogrusal programlamanin gelismesine
kadar gider. Bundan sonra teorik ve uygulama arastirmalarinin artmasi ve pratik birgok

probleme uygulanmasi ile ag enyilemesi konusu hizla geligmigtir.

Ders kapsaminda birka¢ 6nemli ag modelinin tanitimi yapilacaktir: bu konular
icerisinde en kisa yol problemi, en buyuk akis problemi, en kiguk maliyetli akis

problemi ve proje yonetimi vardir.

Bir ag veya cizge iki ana unsur ile tanimlanir. Bir yonla G(N,S) agi sonlu dugum (kose,
nokta) kumesi N = {1,2,..., m} ve bu dugumleri birbirlerine baglayan sonlu yonlu
baglanti (yay, dal, ¢izgi) kumesi S = {(i)), (k,/),....(S, f)} ile tanimlanir. (i,j) baglantisi i ve
J dagumlerini /’den j yonune baglar. Bir agin m dugum ve n baglantidan olustugu
varsayilabilir. Ornegin agsagidaki ag dort diigiim ve yedi baglantidan olusmaktadir ve
N ={1,2,3,4}, S ={(1,2), (1,3), (2,4), (2,3), (3,2), (3,4), (4,1)}.
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8.1 EN KISA YOL PROBLEMi

m digum ve n baglantidan olusan bir G(N,S) agini goéz 6nune alalim. Her (ij) € S
baglantisi i¢in bir ¢; maliyeti verilsin. Bir baslangic noktasindan (dugum 1) bitis
noktasina (dugum m) en kisa rotayi bulma problemine en kisa yol problemi denir.

Ornek 1. Firmalara kargo hizmeti veren ATK-Brown sirketi, bir miisterisinin triinlerini
dagitim merkezinden (dugum 1) musterinin deposuna (dugum 6) tagimak istemektedir.
Olasi yollar ve km cinsinden uzunluklari asagidaki sekilde verilmistir. Burada problem
1. noktadan 6. noktaya ulagmak i¢in en kisa rotayi belirlemektir.

8.1.1 En kisa yol probleminin DP gosterimi

x; = 0 veya 1; (i,j) baglantisinin en kisa yol tzerinde olup olmadigi gostermek Uzere,

i=1j=1
Oyle ki; ;."=1 x; =1
Te1 X~ Xke1 Xk = 0 i=2,...,.m-1
Zﬁlxim =1

xj=0veya1,ij=12,..,m.

Burada toplamlar agdaki mevcut olan baglantilar igin hesaplanir.

8.1.2 Dijkstra Algoritmasi

Tum c; = 0 oldugu durumu goz 6ntne alalim. Bu durum igin bir noktadan (dugum 1)
diger tum noktalara en kisa yolu veren ¢ok basit ve etkin bir yontem vardir: Dijkstra
Algoritmasi. Bu yontem bir etiketleme algoritmasidir ve dugimleri dnce gegici sonra

da kalici olarak etiketleyerek ilerler.
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BASLANGIC ADIMI
Baslangi¢c duguma (dagum 1) 0 olarak kalici etiketlenir.
Diger tim dugumler « olarak gegici etiketlenir.
ANA ADIM
1) Tum gegici etiketleri guncelle:
Jdugumu gegici etiketi=
min { Jj digumiiniin mevcut gecici etiketi
i digiimiiniin kalic1 etiketi + (i, j)baglantisinin uzunluguy, (i,j) € S icin
2) En kuguk gegici etikete sahip dUgumun gegici etiketini kaliciya gevir.
3) Ana adimi varig dugumunun kalici etiketini buluncaya kadar yurat, bulunca dur.

En kisa rotayl bulabilmek i¢cin m'den 1'e geriye dogru; etiketleri arasindaki fark
aralarindaki mesafeye esit olan dugumlerden gecerek gidilir.

Ornek 2. Ornek 1’deki problem igin en kisa yolu bulunuz.

Yanit: P(i): /'nin kalici etiketi; T(/): /'nin gegici etiketi olamak uzere;

BASLANGIC ADIMI
P(1)=0, T(i) = »,i=2,...,6.

ANA ADIM - 1'nci kosum

T(2) = min (0, P(1) + ¢12) = min («, 2) = 2

T(3) = min (o, P(1) + ¢13) = min (o, 4) = 4
T@4)=T(5)=T(6) = =

Dugum 2'nin gegici etiketini kalici hale getiriyoruz; P(2) = 2.
ANA ADIM - 2’'nci kosum

T(3) = min (4, P(2) + c23) = min (4, 241) =3
T(4)=6,T(5)=4,T(6)= =«

Dugum 3'nin gegici etiketini kalici hale getiriyoruz; P(3) = 3.

ANA ADIM - 3’iincii kosum

T4)=6
T(5) =min (4, P(3) + c35) =min (4,6 ) =4
T(6) = o

Dugum 5’in gegici etiketini kalici hale getiriyoruz; P(5) = 4.

ANA ADIM - 4’{incii kosum

T(4) = min (6, P(5) + ¢s4) =min (6,7) =6

T(6) = min (0, P(5) + ¢s6) = (0, 6) = 6

Dugum 6’nin gegici etiketini kalici hale getiriyoruz; P(6) = 6. Varig dugumunun kalici
etiketi bulundu, dur.
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En kisa yol 1-2-5-6 dugumlerinden ge¢gmektedir. Toplam maliyet (toplam uzaklik) 6
km'dir.
8.2 EN BUYUK AKIS PROBLEMI

m dugum ve n baglantidan olugan bir G(N,S) agini gbz 6nune alalim. Ag Uzerinden
tek bir trinun akigi planlanmak istensin. Her (i) € S baglantisinin tzerinde akan
urdn miktari bir u; Ust limiti ile sinirlandinisin. Bu gekilde tanimlanan bir agda bir
baslangi¢ noktasindan (dugum 1) bitis noktasina (dugum m) en fazla urin akigini
bulma en buylk akis problemi olarak tanimlanir. Problemde herhangi bir maliyet s6z
konusu degildir.

Ornek 3. (Winston 8.3'ten esinlenilmistir.)

ATK-Petrol asagida verilen ag Uzerinde s, ‘dan s/'ye bir saatte gonderilecek ham
petroli miktarini enbuyuklemek istemektedir. Ham petrol s, ‘dan s/ye taginirken 2, 3
ve 4 numarall istasyonlarin hepsinden veya bir kismindan ge¢gmelidir. Sekildeki
baglantilar farkh ¢aptaki boru hatlarini gostermektedir. Her bir baglanti Gzerinden bir
saatte taginabilecek en fazla petrol miktarlari milyon varil cinsiden sekil Uzerinde
verilmigtir. Burada problem verilen sartlarda s, ‘dan s/'ye bir saatte gonderilecek en
fazla ham petrol miktarini bulmaktir.

8.2.1 En buyiik akig probleminin DP gosterimi

Dagum 1°’den dugum m'ye akis file; (ij) baglantisi uzerindeki akig x; ile gosteriimek

uzere;

Maks f
Oyle ki; Yiix=f

T Xy — Yoy X = 0 i=2,....m-1
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Zﬁl Xim = f

X <uj L,j=12,..,m

ij
xj=0,ij=12,...,.m.
Burada toplamlar ve esitsizlikler agdaki mevcut olan baglantilar i¢in tanimlanmistir.
Ornek 4. Ornek 3'te verilen problemi ¢ézmek igin gerekli DP’yi kurunuz.

Yanit:

Maks f

Oyle ki; X1+ x3=f
Xo3 + X4 —X12 =0
X34 + X35 = X13 — X3 =0
X45 — X4 — X34 =0

X45 + X35 = f
X1 < 2

X3 <3
X3 <1
Xyy < 4
X34 < 2
X35 < 2
Xg5 <7
Tum degigkenler = 0

(not: sp ve s; noktalarinin indis numaralari 1 ve 5 olarak alinmigtir.)

8.3 EN KUGUK MALIYETLI AKIS PROBLEMI

En kuguk maliyetli akis problemi ders kapsaminda iglenen ulastirma, atama, gegici
konaklama, en kuguk maliyetli akis, en buyuk akis ve CPM problemlerinin en genel
halidir. En kiigik maliyetli akis problemine dugumler igin talep ve arz degerleri ile
baglantilarla ilgili maliyetler ve ust / alt sinirlar dahil edilebilir. Problemin tanimi

asagida verilmistir.

m dugum ve n baglantidan olugan bir G(N,S) agini géz 6nune alalim. N kimesindeki
her i dugumu igin bir b; tanimlanir. b;, eger b; > 0 ise arz miktarini, eger b; <0 ise
talep miktarini ifade eder. i dugumleri; eger b; > 0 ise arz noktasi, eger b; <0 ise
talep noktasi olarak siniflandirilabilir. Eger b; = 0 ise i dUgumu arz veya talep noktasi
degildir, gegici konaklama veya ara nokta olarak isimlendirilebilir. Her (i,j)) € S

baglantisi icin baglanti Gzerindeki akis x; gosterilsin. Ayrica her baglanti icin ¢;
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maliyeti ve baglanti Uzerindeki akigin en blyik ve en kugluk miktarlar uj; ve 1;;

verilsin.

En kuguk maliyetli akis problemi, verilen sartlarda kullanilabilir arzin ag boyunca

tasinarak talepleri en kiiguk maliyetle taginmasi olarak tanimlanir.

Matematiksel olarak problem asagidaki DP ile ifade edilebilir (toplamlar ve
esitsizlikler agdaki mevcut olan baglantilar igin tanimlanmistir.)
m

m
Min Z Cijxij

i=1 j=1
Oyle ki; YTy Xij — Yhe1 Xk = by i=1,....m

lij <xjj<w; i,j=12,..,m
xj=0,ij=12,...m.

Burada akis dengeleme denklemleri olarak ifade edilen ilk kisit i dugumundeki net
akisin b/ye esit olmasini saglar. ikinci kisit baglantilardaki akisin alt ve (st sinirlar

icerisinde kalmasini saglar.
Ornek 5. (Winston 8.5°ten esinlenilmistir.)

Asagdida verilen yol agina her saat 1 noktasindan 900 arag girmektedir. Bu
araclardan 300 tanesi 4 noktasindan, 500 tanesi 6 noktasindan ve 100 tanesi de 5
noktasindan gikacaktir. Sekil Uzerinde her baglanti Gzerinde, araglarin baglantiyi
gecme suresi (dakika olarak) ve baglantidan bir saatte gegebilecek azami arag sayisi
verilmigtir. tUm araglarin 1 noktasindan 4, 5 ve 6 noktalarina en kisa surede varmasi

igin problemi en kaguk maliyetli akis problemi olarak modelleyiniz.

(Cl'jr ul'j)

Q, 400)
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9. PROJE YONETIMI

9.1 KAVRAMLAR

Organizasyonlar iglerini igslemler veya projeler olarak gergeklestirirler.
islemler ve projelerin ortak ézellikleri:

* insanlar tarafindan gergeklestirilirler,

* Kit kaynaklarla sinirlandirilirlar,

* Planlanir, uygulanir ve kontrol edilirler.
islemler ve projelerin farklari:

 islemler siiregelen islerdir ve tekrarlanir,

* Projeler gegici iglerdir ve bir kereye mahsus yurutular.
“Bir proje tek bir Griin veya hizmet ortaya ¢ikarmak i¢in yapilan gegici ve yogun ciddi
cabalardir’. Burada vurgulanan gegici kavrami “tanimli bir baglangig ve bitigi olan”, fek
kavrami ise “bazi ayirt edici 0zelliklerine gore farkli” anlamindadir.
Projelerde kullanilan kaynaklar zaman, finans, iscilik, malzeme, makine, ara¢ gereg vb.
olarak siralanabilir.
Proje Ornekleri:

* Yeni bir iruin veya hizmet geligtirmek,

* Yeni bir ulagsim araci tasarlamak,

* Bir bina veya tesis inga etmek,

* Politik kampanya yurutmek,

* Yeni bir is surecinin uygulanmasi
Yénetim genel olarak yuriUmekte olan bir sire¢ veya faaliyetin planlamasi,
uygulanmasi ve kontrolu ile ilgili oldugu dusunalur.
Proje Yoénetimi kisa sure zarfinda onemli faaliyetlere kaynaklarin ve insanlarin
baglantilandiriimasini ifade eder.
Proje yonetimi, paydaslarin projeden beklentilerini kargilamak ve asmak igin proje
faaliyetlerine bilgi, beceri, ara¢ ve yontemlerin uygulanmasidir. Paydaglarin projeden
beklentilerini karsilama ve agma asagida ornekleri verilen birbiri ile ¢atisan taleplerin
kargilanmasini igerir:

* Kapsam, sure, maliyet, kalite,

* Farkh paydasglarin farkli ihtiya¢ ve beklentileri,

* Tanimlanmis ihtiyaglar, tanimlanmamig beklentiler.
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Proje Planlama

1. Amaglarin tanimlanmasi

2. Projenin tanimlanmasi

3. Gerekli faaliyetlerin planlanmasi
4. takimlarin organize edilmesi

Proje Cizelgeleme

1. Faaliyetlere kaynaklarin atanmasi

2. Faaliyetler arasi iliskilerin ayarlanmasi

3. Duzenli olarak giincellemelerin yapilmasi

Proje Oncesi

Proje Kontrolii
1. Kaynaklari, maliyetlerin, kalitenin ve bitgenin izlenmesi

2. Planlarin revize edilmesi ve degistirilmesi
3. Taleplerin karsilanmasi i¢in kaynaklarin kaydirilmasi

9.2 PROJE AGI

Proje sirasinda

Digum ve yonli baglantilardan olusur ve faaliyetler arasindaki iliskileri gésterir. ki tirt
vardir:
* Baglanti Semasi (Activity on Arc — AOA): Baglantilar faaliyetleri gosterir,
dugumler faaliyetlerin baglama ve bitisini gosterir.
* Blok $Semasi (Activity on Node — AON): Noktalar faaliyetleri gosterir, baglantilar

faaliyetler arasindaki dncelik iligkilerini gosterir.

Ornek 1. Proje Ag:

Bir projede 5 faaliyet vardir.

A ve B faaliyetleri C aktivitesinden once yapiimalidir.
B, D’den 6nce yapilmalidir.

C, E’den once yapilmalidir.

Proje agini iki farkli tire gore giziniz.

Yanit:
Baglanti Semasi Blok Semasi
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9.3 CPM/PERT

Ag modelleri birgok faaliyet iceren buyluk ve karmasik projeleri gizelgelemek igin
kullanilabilir.

Eger tum faaliyetlerin sureleri kesin olarak biliniyorsa projenin timunun bitirilmesi i¢in
gerekli sure Kritik Yol Yontemi (CPM - Critical Path Method ) ile belirlenir. CPM
faaliyetlerin proje toplam suresini uzatmadan ne kadar ertelenebilecegini bulmak igin
de kullanilir.

Eger faaliyetlerin sureleri kesin olarak bilinmiyorsa proje igin belirlenmig bir teslim
zamaninda bitirme olasiligini bulmak i¢cin Program Degerlendirme ve Gézden
Gecirme Teknigi (PERT - Program Evaluation and Review Technique) yontemi

kullanilir.

CPM/PERT Uygulama Alanlarina Ornekler

* Bina, hava alani, yol vb. ingaat projelerinin gizelgelenmesi
* Yeni bilgisayar sistemlerinin yiklenmesi

* Yeni urunlerin tasarimi ve pazarlamasi

e Gemiimalati

CPM/PERT igin ortak alti adim
1. Projeyi ve onemli faaliyetleri tanimla,
. Faaliyetler arasi iligkileri tanimla. Oncelik iligkilerini belirle,
. Proje agini ¢giz,
. Her faaliyet i¢in yapilma suresini ve/veya maliyet tahminlerini belirle,
. Agdaki en uzun yolu (kritik yol) hesapla,

o O b~ W N

. Projeyi planlamak, cgizelgelemek, takip etmek ve kontrol etmek i¢in agi kullan.

CPM/PERT ile cevaplanabilecek sorular

* Proje ne zaman bitecek?

* Projedeki kritik faaliyetler ve igler neler?

* Kritik olmayan faaliyetler hangileri?

* Belirli bir zamanda projenin bitme olasiligi ne?

* Proje plana gore yuruyor mu? Planin 6nunde mi? Planin gerisinde mi?
* Proje butgenin Gzerinde mi, altinda mi1?

* Projeyi zamaninda bitirebilmek igin yeterli kaynak var mi?
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Eger proje planlanandan once bitirilmek isteniyorsa bu en az maliyet ile nasil

yapilabilir?

CPM/PERT’in avantajlan

Proje yonetiminin gesitli asamalarinda kullaniimasi yararlidir.

Matematiksel olarak ¢ok karmagik degildir.

AQ gosterimi ile kullanicilarin gorsel olarak proje faaliyetleri arasindaki iligkileri
gormeleri saglanir.

Kritik yol ve gevsek zaman analizleri Gnemli faaliyetlere yakindan bakmayi saglar.
AQ yapisi gosterimi projelerin belgelenmesi igin 6nemli bir kaynak olusturur.

Cok cesitli projelerde ve sektorlerde uygulanabilir.

Sadece sureleri gosteren gizelgeleri degil maliyetleri takip etmek igin de yararlidir.

CPM/PERT’in sinirlamalari

Proje faaliyetleri agik olarak tanimlanmalidir. Birbirlerinden bagimsiz olmaldir ve
iligkiler degistirilemez.

Oncelik iligkileri belirli olmahdir.

PERTteki faaliyet zamanlari Beta olasilik dagilimina uymaldir. Bu dagilima
uydugu dogrulanmalidir.

Sure tahminleri genelde 6zneldir ve yoneticilerin goruglerine baghdir.

Kritik yola ¢cok fazla odaklaniimasi riski ile karsilagilabilir.

CPM/PERT’in uygulanmasi
CPM veya PERT'i uygulayabilmek igin projeyi olugturan faaliyetlerin listesi gereklidir.

Tam faaliyetler bittiginde proje de biter. Her faaliyet igin ondan 6nce bitmesi gereken

faaliyetlerin (6ncul faaliyetler) listesi verilmelidir.

Oncelik iligkilerini iceren Proje AJi (Proje semasi) hazirlanmalidir. Bunun igin baglanti

semasi (AOA) kullantlir.

Faaliyetler ve oncelik iligkileri verilmigse proje agi asagidaki kurallara gore cizilir:

* Dugum 1, projenin baglangicini ifade eder. 1'den ¢ikan baglantilar onceligi
olmayan faaliyetlerdir.

* Projenin bitigini ifade etmek Uzere bir bitis dUgumu ilave edilmelidir.
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* Agdaki dugumler 6yle numaralandirilmalidir ki; herhangi bir faaliyetin bittigini
gOsteren dugum her zaman faaliyetin bagladigini gosteren dugumden daha
blyUk numara ile ifade edilmelidir.

» Bir faaliyet agda birden fazla baglanti ile gosterilemez.

* ki digim sadece bir baglanti ile birlestirilebilir.

* Son iki kurala uymak i¢in aga sifir sureli bir yapay faaliyet eklenebilir.

Ornek 2. Widgetco (Winston 8.4., p. 433)
Widgetco yeni bir Gran gelistirmektedir. Yapilmasi gereken faaliyetler, oncelik iligkileri

ve sureleri asagida verilmigtir. Bu proje i¢in proje agini giziniz.

Faaliyetler Onciil faaliyetler | Siire (giin)
Aciscilerin egitimi - 6
B:hammaddeleri satin alinmasi - 9
C: 1. Urindn imalati A, B 8
D:2. GrinUn imalati A, B 7
E: 2. Grinun test edilmesi D 10
F: 1. ve 2. Granlerin montayj! C,E 12
Yanit
C8 F12

| D7 E 10
Yapay
faaliyet

Digum 1 = baslama digumi
DUgim 6 = bitis dUgima

9.3.1 CPM

CPM icin iki kilit hesap vardir:

Erken baglama zamani (the early event time) ET(i): i dugumunun en erken baglama
zamanidir.

En ge¢ baslama zamani (the late event time) LT(i): i dugumunun projenin bitig

zamanini etkilemeden en ge¢ baglanabilecegi zamanidir.
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ERKEN BASLAMA ZAMANI - ET
ET(1)=0
ET(/) hesabi:
i dugumune dogrudan baglanan onceki dugumleri bul k; (k, i) € S.

ET = kr,?ké,‘il)(ess ET(k, l) + dy;

dyi: (ki) baglantisiyla tanimlanan faaliyetin suresi.

ET(n) hesaplandiginda dur (n: bitis digiimd)

Ornek 3. ET
Proje aginin bir pargasi asagida verilen noktalar igin ET degerleri su sekilde ise
ET(6)y1 hesaplayiniz: ET(3)=6, ET(4)=8, ve ET(5)=10

Yanit: ET(6) = maks {ET(3)+8, ET(4)+4, ET(5)+3} = maks {14, 12, 13} = 14

Ornek 4. Widgetco Ornegi icin ET(i) degerleri
ET(3)=9 ET(5)=26 ET(6)=38

12 =@

ET(2)=9 ET(4)=16

En ge¢ bagslama zamani - LT

Bitis dugumunden baglayarak geriye dogru git.
LT(n) = ET(n)

LT{(i) hesab:

i dugumuine dogrudan baglanan sonraki dugumleri bul j: (i, j) € S.
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LT = ]’g'l]]{les LT(l,]) - dU
d;;: (ij) baglantisiyla tanimlanan faaliyetin suresi.

ET(1) hesaplandiginda dur.

Ornek 5. LT
Proje aginin bir pargasi asagida verilen noktalar igin LT degerleri su sekilde ise LT(4)'t
hesaplayiniz:LT(5)=24, LT(6)=26, ve LT(7)=28

Yanit: LT(4) = min {LT(5)-3, LT(6)4, LT(7)-5} = min {21, 22, 23} = 21

Ornek 6. Widgetco Ornegi igin LT(i) degerleri
LT(3)=9 LT(5)=26 LT(6)=38

12 =@

ET(1)=0

LT(2)=9 LT(4)=16

TOPLAM BOSLUK (TOTAL FLOAT)
Proje baslamadan once bir faaliyetin suresi bilinemez. Proje agini kurarken kullanilan
degerler faaliyetlerin gergek bitis suresinin yaklasik bir tahminidir.
Toplam bosluk kavrami bir faaliyetin bitis stresinin tahmini bitis slresini agsmasinin
ne kadar 6nemli oldugu ile ilgili bir 6lgudur.
Bir (ij) baglantisi ile gosterilen faaliyetin toplam bosluk (Total Float) TF(i,j) degderi bu
faaliyetin projenin bitiriime suresini etkilemeden en erken baslama zamanina gore ne
kadar ertelenebilecegini gosterir. Bir bagka ifade ile projenin bitirilme suresini
etkilemeden bir faaliyetin stresi ne kadar arttirilabilecegini gosterir.

TF(ij) = LT() - ET(i) - t;
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Ornek 7. Widgetco dérnegi icin TF(i,j) degerleri
Faaliyet B: TF(1,2) = LT(2)-ET(1)-9=0
Faaliyet A: TF(1,3) =LT(3)-ET(1)-6=3
Faaliyet D: TF(3,4)=LT(4)-ET(3)-7=0
Faaliyet C: TF(3,5)=LT(5)—-ET(3)-8=9
Faaliyet E: TF(4,5)=LT(5)-ET(4)-10=0
Faaliyet F: TF(5,6) = LT(6) — ET(5)—12=0
Yapay Faaliyet: TF(2,3) = LT(3)- ET(2)-0=0

KRIiTiK YOLUN BELIRLENMESI

Eger bir faaliyetin toplam boslugu sifir ise o faaliyetin ertelenmesi projenin bitig
zamanini Oteleyecektir. Sifir toplam bosluga sahip bir faaliyet Kritik Faaliyettir.
Baslangi¢ dUgumunden bitis dugumune kadar tum kritik faaliyetleri iceren yola Kritik
Yol denir.

Ornek 8. Widgetco Ornegi igin Kritik Yol

o OO0 LvVoowo

o nnn

in kritik yol: 1-2-3-4-5-6

SERBEST BOSLUK (FREE FLOAT)

Bir (i,j) baglantisi ile gosterilen faaliyetin serbest bogluk FF(i,j) degeri bu faaliyetin

sonraki faaliyetlerin baslamasini etkilemeden ne kadar ertelenebilecegini gOsterir.
FF(ij) = ET() - ET(i) - t;

Ornek 9. Widgetco dérnegi icin FF(i,j) degerleri
Faaliyet B: FF(1,2)=9-0-9=0
Faaliyet A: FF(1,3)=9-0-6=3
Faaliyet D: FF(3,4)=16-9-7=0
Faaliyet C: FF(3,5)=26-9-8=9
Faaliyet E: FF(4,5)=26-16-10=0
Faaliyet F: FF(5,6) =38 -26-12=0
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Ornegin C Faaliyetinin FF’si 9 gindir. Bu faaliyetin baslamasinin 9 giinden fazla

ertelenmesi sonraki faaliyetlerin (bu durmunda F faaliyeti) baglama zamanini etkiler.

Kritik yol suresini bulmak igin DP kullanimi
Kritik yolun suresini bulmak i¢in DP kullanilabilir.
Karar degigkeni: x;: j dugumunun zamani
Kisitlar: Her (i) faaliyeti icin j ortaya ¢cikmadan once i dUgumu ortaya gikmalidir ve (i)
faaliyeti bitirilmelidir.

xizxip+t;y V(ij)ES
Amag projenin bitig suresini en kiguklemektir.

min z = X, - X1

Projenin kritik yolu, golge fiyatlari -1 olan kisitlarla ilgili faaliyetleri icerir.
Eger bir kisitin golge fiyati -1 ise bu kisitin sag taraf degeri (faaliyetin suresi) A kadar
arttiginda amag fonksiyonu (projenin toplam suresi) da A kadar artacaktir.

Ornek 10. Widgetco érnegi icin DP yaklagimi

min z = X6 - x1

Oyle ki x32x1+6 (Baglanti (1,3) kisitr)
x22x1+9 (Baglanti (1,2) kisitr)
x5 2x3 +8 (Baglanti (3,5) kisiti)
x4 2x3 +7 (Baglanti (3,4) kisitr)
x5 2 x4 + 10 (Baglanti (4,5) kisiti)
X6 = x5 + 12 (Baglanti (5,6) kisiti)
x3 = x2 (Baglanti (2,3) kisitr)

tum degiskenler urs

En iyi ¢6ziim Raporu (LINDO)
OBJECTIVE FUNCTION VALUE

38.00000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X6 38.000000 0.000000
X1 0.000000 0.000000
X3 9.000000 0.000000
X2 9.000000 0.000000
X5 26.000000 0.000000
X4 16.000000 0.000000
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
ARC (1,3) 3.000000 0.000000
ARC (1,2) 0.000000 -1.000000
ARC (3,5) 9.000000 0.000000
ARC (3,4) 0.000000 -1.000000
ARC (4,5) 0.000000 -1.000000
ARC (5,6) 0.000000 -1.000000
ARC (2,3) 0.000000 -1.000000

Proje 38 gunde bitirilebilir.
Kritik yol: 1-2-3-4-5-6
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9.3.2 Projenin hizlandiriimasi

Cogu zaman projeler kritik yol stresinden daha once bitiriimelidir. DP ile proje teslim
suresine yetismek icin en duguk maliyet ile kaynaklarin nasil tahsis edilecegi
bulunabilir. Bu surece proje hizlandirma (crashing a project) denir.

Ornek 11. Widgetco Projesinin hizlandiriimasi

Widgetco gelistirdigi UrunUn rakip Urine gobre piyasaya daha o©Once c¢ikmasini
istemektedir. Rakibinin GrinU 26 gun sonra piyasa gikacaktir. Bu yuzden Widgetco
kendi Urinunu 25 icinde piyasaya surmelidir. Projenin bitis stresi 38 gun oldugu igin
Widgetco ek harcamalar yarak 25 gunlik proje bitis suresini saglamahdir. Widgetco
herhangibir faaliyetin suresini en fazla 5 gun azaltabilir.

Bir faaliyetin suresini bir gun dusurmenin maliyeti su sekildedir:

e FaaliyetA $10
e FaaliyetB $20
* FaaliyetC  $3
* FaaliyetD $30
* FaaliyetE $40
* FaaliyetF  $50
Projeyi 25 gunde bitirmenin en duguk maliyetini bulunuz.

Yanit:
Karar degigkenleri
A: Faaliyet A’'nin suresinden azaltilan gun sayisi

F Faaliyet F'nin sUresinden azaltilan gun sayisi
xj: j ddgumunin zamani (= 1,...,6)
DP

min 10A + 20B + 3C + 30D + 40E + 50F

Oyle ki;A<5
B<5
C<5
D<5
E<5
F<5
X322 X1 +6—-A
X22Xx1+9—-B
Xs2x3+8—-C
Xs2X3+7—-D
Xxs2Xx4+10-E
Xe2X5+12—-F
X3 2 X2
Xe— X1 525

A B, C,D,E, F=0;xurs
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Co6zum ve Rapor

z=390,A=2,B=5,C=0,D=5,E=3,F=0

X1 =0,x2=4,x3=4,x4=6,x5 = 13,6 = 25
A'y1 2, B'yi 5, D'yi 5 ve E’yi 3 gun azaltarak, proje 25 gunde bitirilebilir.
Toplam maliyet $390 olacaktir.

Proje Agi ve Kritik yol
(4,4) (13,13) (25,25)

Kritik yol: 1-2-3-4-5-6 veya 1-3-4-5-6

9.3.3 PERT

CPM'de tum faaliyetlerin surelerinin net olarak bilindigi varsayilir. Bir gok projede bu
gecerli degildir. PERTte ise faaliyetlerin sureleri rassal degisken olarak modellenir.
PERTte her faaliyet igin proje yoneticileri g degeri belirlemelidir:

 lyimser siire (@)

* Kotumser sure (b)

* Sdrenin en olasi degeri (m)
Bir (i,j) baglantisi ile gosterilen faaliyetin suresi Tj ile gosterilirse, PERT Tj; ‘nin beta
dagilimina uydugunu varsayar. Bu varsayima gore T nin ortalamasi (beklenen degeri)
ve varyansi su sekilde hesaplanabilir:

E(T)=(a+4m+b)/6
var T; = (b—a)*/ 36

Beta Olasilik Dagilimi:
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Probability of 1 in 100
of a Occurring

Probability of 1in 100
of b Occurring

Probability

Activity Time
Most Most Most
Optimistic Likely Pessimistic
Time Time Time
(a) (m) (b)

PERT tum faaliyetlerin surelerinin bagimsiz oldugunu varsayar. Buna gore herhangi
bir yoldaki faaliyetleri tamamlamanin ortalama degeri ve varyansi su sekilde
hesaplanir:

Faaliyetlerin bitiriime zamanlarinin ortalamasi = Y ; jyeyo1 £ (Ti)

Faaliyetlerin bitiriime zamanlarinin varyansi = ¥ ; iey o var(T;;)

CPM ile bulunan kritik yol Uzerindeki faaliyetlerin toplam suresini gOsteren rassal
degigsken CP olarak tanimlansin. PERT’te, CPM ile elde edilen kritik yolun Merkezi

Limit Teoremine gore normal dagildigini varsayilir ve CP su sekilde hesaplanir:

CP = (i jyekritik yot Tij

Ornek 12. Degistirilmis Widgetco
Widgetco orneginde faaliyetler igin a, b, m degerleri tablodaki gibi verilmistir. Projenin

beklenen bitig zamanini ve varyansini bulunuz.

Faaliyet a b m
(1,2) 5 13 9
(1,3) 2 10 6
(3,5) 3 13 8
(3,4) 1 13 7
(4,5) 8 12 10
(5,6) 9 15 12
Yanit: E(T1,) = (5+13+9x4)/6 = 9, varTy, = (13-5)%/36 = 1.78
E(T13) =6 varT13 =178
E(Tss) =8 varTss = 2.78
E(Ts4)=7 varTz, =4
E(Tus) = 10 varTs = 0.44
E(Tsg) = 12 varTss = 1
E(T23) =0 varT23 =0
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Proje Agi ve Kritik Yol

(9,9) (26,26) (368)
(6

12

Kritik yol: 1-2-3-4-5-6
E(CP)=9+0+7+10+12=238
varCP=178+0+4+044+1=7.22
CP'nin standart sapmasi = (7.22)"? = 2.69

9.3.4 CP i¢in Olasilik Analizi

Ornek 13. Degistirilmis Widgetco érnegi igin olasilik analizi
Ornek 13’te problem igin projenin 35 giin igerisinde bitme olasiligi nedir?
Yanit: CP‘nin normal dagilima uydugu goz 6nune alinirsa, Z tablosu yardimi ile istenen
olasilik bulunabilir.
Standart normal birikimli olasiliklar kullanilarak (Winston 12.6, s. 724-725):
P(CP<35) = P[(CP-38)/2.69 < (35-38)/2.69)] = P(Z=<-1.12) = 0.1314
Projenin 35 gun igerisinde bitiriime olasiligr %13.14’tdr.

/’

38 Zaman - giin

Dr. Y. Ilker Topcu (www.ilkertopcu.info) & Dr. Ozgﬁr Kabak (kabak@itu.edu.tr)

111



